La formule des traces pour les revetements de groupes reductifs 

connexes. II. 
Analyse harmonique locale 
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CSl ■ On etablit des resultats de I'analyse harmonique locale necessaires pour la formule 

;h ■ des traces invariante d'Arthur pour les revetements de groupes reductifs connexes. Plus 

M^ precisement, on demontre pour les revetements locaux (1) la formule de Plancherel et des 

■^ . preparatifs relies, (2) la normalisation des operateurs d'entrelacement soumise aux condi- 

pg ■ tions d'Arthur, (3) le comportement local de caracteres de representations admissibles dans 

p<j , le cas non archimedien, et (4) la partie specifique de la formule des traces locale invariante. 

Comme un sous-produit de la demonstration de la formule des traces locale invariante, on 
obtient aussi la densite de caracteres temperes pour les revetements. 
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1 Introduction 

Get article fait suite a [31] qui vise a etablir une formule des traces invariante a la Arthur 
[6] pour une grande classe de revetements des groupes reductifs connexes. Afin d'arriver a la 
formule des traces invariante, Arthur a besoin des resultats profonds d'analyse harmonique 
locale. Tandis qu'ils sont admis par certains mathematiciens, il s'avere que les modifications 
necessaires ne sont pas toujours triviales. Notre objet est done d'etablir, ou plutot de justifier, 
de tels resultats. Plus precisement, nous visons a etablir 

- la formule de Plancherel [36] ; 

- la normalisation des operateurs d'entrelacement [7], avec formules explicites dans le cas 
archimedien ; 

- la regularite et le developpement local de caracteres dans le cas non archimedien [25] ; 

- le Theoreme de Paley- Wiener invariant pour les fonctions de Schwartz-Harish-Chandra 
[llj . qui est un ingredient crucial pour mettre la formule des trace locale en une forme 
invariante ; 

- la formule des traces locale invariante [5]. 

- le theoreme a la Kazhdan de la densite de caracteres temperes dans le cas non archimedien 



Le Graal de cet article est la formule des traces locale invariante sous la forme presentee 
dans |13i Proposition 6.1] : 

/disc(/)= Y. K'llW^o'TH-l)''"''"/^^ / ^Af(7,/)d7 

M&C{Mo) rG_.eg,cii(Af(F))b- 

pour tout f e C--{G X G), ou 

- C--{G X G) est la "composante anti-specifique" de I'espace des fonctions de Schwartz- 
Harish-Chandra sur G X G ; 

- /disc(") est la "partie discrete" du cote spectral specifique de la formule des traces locale 
non invariante ; 

- 1^(7,-) est la distribution invariante fabriquee des integrales orbitales ponderees et des 
caracteres ponderes. C'est I'integrale orbitale usuelle lorsque M = G. Cette distribution 
est reliee aux distributions apparaissant dans la formule des traces globale par une formule 
de scindage (le Lemme [5.8.4p . 

Voir ^ pour les details. II pent paraitre curieux car la formule des traces locale n'est pas un 
ingredient dans la preuve originelle d'Arthur de la formule des traces globale. Neanmoins, Arthur 



fait usage d'un argument global pour completer son argument de recurrence (voir [HI §5]), ce qui 
est problematique sur les revetements car il faudrait une propriete d'approximation faible des 
bons elements. Un cas particulier du resultat d'Arthur est la densite de caracteres temperes due 
a Kazhdan [26] qui est indispensable dans toute application de la formule des traces. Done il faut 
les etablir a tout prix. Ici la formule des traces locale en fournit une approche contournee mais 
purement locale, cf. [9l Corollary 5.3]. D'ailleurs, la formule des traces locale interviendra dans 
toute etude serieuse d'analyse harmonique locale, e.g. la theorie de representations temperees 
elliptiques ; elle est egalement utilisee dans le travail de Mezo [331 §3] sur la correspondance 
metaplectique. 

Vu les travaux de Harish-Chandra, il est tentant de penser que les theories archimediennes 
s'adaptent aux revetements sans peine. Bien au contraire ! Par exemple, le theoreme de Paley- 
Wiener invariant pour les fonctions de Schwartz-Harish-Chandra fait I'usage de la theorie 
de /f- types minimaux de Vogan, notamment la multiplicite 1, ce qui depend des hypotheses 
d'algebricite ou de connexite du groupe de Lie en question. 

C'est inevitable d'admettre les generalisations aux revetements de certains resultats stan- 
dards d'analyse harmonique dans cet article, a savoir : 

- la theorie de decomposition de Bernstein, notamment le lemme geometrique [16] ; 

- la classification des representations temperees en termes des representations de carre 
integrable modulo le centre dans le cas non archimedien [36J ; 

- la classification de Langlands des representations admissibles dans le cas non archimedien 
[30]; 

- la theorie de i?-groupes, cf. [3lj. 

On donnera des justifications pour le lemme geometrique dans 



Organisation de cet article Dans le §2, nous recueillons des definitions de base pour I'ana- 
lyse harmonique locale non archimedienne pour les revetements et nous etablissons la theorie de 
Harish-Chandra pour les revetements : fonctions de Schwartz-Harish-Chandra, representations 
temperees, operateurs d'entrelacement, fonction c et ^u, la formule de Plancherel. Les preuves 
sont plus ou moins identiques au cas des groupes reductifs connexes et nous adoptons les no- 
tations de [36] ; le but de cette section est plutot de fixer les notations et les choix de mesures. 
Une exception : il faut choisir un sous-groupe ouvert d'indice fini Am{F)^ de Am{F), oii M est 
un sous-groupe de Levi semi-standard de G (voir la Proposition 12. 1 . 1|) . Afin de compenser cette 
ambigui'te, les integrales concernant Am{F)^ sont multipliees par le facteur lm defini dans ([1]). 

Dans le §3, nous etudions la normalisation des operateurs d'entrelacement satisfaisant aux 
conditions d'Arthur, cf. [3 §2] et [10^ §2]. Nous en donnons des formules explicites similaires 
a celles d'Arthur dans le cas archimedien. Pour le cas non archimedien nous reprenons 1' argu- 
ment dans [211 Lecture 15] a quelques corrections pres. Enfin, il faut aussi considerer le cas 
des revetements non ramifiees et nous le faisons a I'aide de la theorie de series principales 
non ramifies specifiques. Pour les revetements archimediens a deux feuillets, par exemple ceux 
provenant des K2-extensions de Brylinski-Deligne [19j , nos facteurs normalisants sont lies a 
ceux d'Arthurs pour les M-groupes reductifs connexes qui s'expriment en termes de fonctions L 
archimediennes . 

Dans le §4, nous reprenons [25]. La methode de descente semi-simple nous ramene a I'algebre 
de Lie, oii le revetement disparait mais un caractere intervient. Le meme phenomene parait 
aussi dans [31]. On pent se debarrasser du caractere en travaillant systematiquement avec le 
module croise [Gsc x Z^o — )• G]. Remarquons que I'integrabilite locale des caracteres admis- 
sibles irreductibles pour les revetements a deja apparu comme une hypothese dans des travaux 
sur la correspondance de Howe ; c'est un peu surprenant qu'une preuve n'est jamais entamee 
auparavant. 



II parait que notre methode permettrait de montrer le theoreme de regularite de Harish- 
Chandra au niveau du groupe, ainsi que le developpement local, dans le cadre tordu par un 
caractere uj. C'est la situation rencontree en I'endoscopie tordue. Nous ne poursuivons pas ce 
problenie dans cet article. 

Dans le §5, nous etablissons la formule des traces locale d'Arthur. Les arguments sont presque 
identiques a ceux d'Arthur et nous n'en donnons que des esquisses ; les integrales d'Eisentein 
sont evitees dans notre recit. Comme le formalisme d'Arthur evolue, la tache est plutot de 
faire la mise a jour. Notre reference est [13^ §6] ; en particulier, les fonctions test sont dans 
I'espace de Schwartz-Harish-Chandra et les distributions sont rendues invariantes a I'aide du 
Theoreme de Paley- Wiener invariant pour de telles fonctions, dont la demonstration dans le cas 
archimedien est une variante de celle de |llj . Nous demontrons le "Theoreme 0" de Kazhdan 
dans le Theoreme 15.8. 1U[ Cette section est quelque peu formelle a I'exception du Theoreme de 
Paley- Wiener invariant, qui necessite des constructions combinatoires techniques. 

Selon Arthur, les caracteres ponderes peuvent etre non normalises (ceux dans la formule des 
traces locale non invariante), normalises relativement a un choix de facteurs normalisants, ou 
canoniquement normalises a I'aide de fonctions //. Dans I'etude de la formule des traces locale 
invariante, il nous faut utiliser et comparer tons les trois. Neanmoins, dans les enonces finaux 
les caracteres ponderes canoniquement normalises sont toujours preferes. 

Recapitulons le rapport entre les resultats principaux comme suit. 



Normalisation des 
operateurs d'entrelacement 



Regularite des . 
caracteres 



La formule de Plancherel 



La formule des traces 
locale invariante 



Densite des 
caracteres temperes 



Theoreme de 
Paley- Wiener invariant 



Les corps locaux dans §§4-5 sont supposes de caracteristique nulle. 

Notations generales Sauf mention expresse du contraire, les notations seront celles de ^31j . 
qui sont compatibles avec celles d'Arthur. Si V est un espace vectoriel, son dual est note V^ et 
I'accouplement entre eux est designe par {v,v) ou v{v). 

Remerciements Je remercie tres vivement J.-L. Waldpsurger pour ses remarques sur le ma- 
nuscrit, ainsi que T. Ikeda, P. McNamara et P. Mezo pour des conversations utiles. Je remercie 
aussi le referee pour ses conseils tres pertinents. 



2 La formule de Plancherel 

2.1 Definitions de base 

On vise a etablir la formule de Plancherel pour les revetements locaux. Le cas archimedien 
est deja traite dans les travaux de Harish-Chandra [21]. On se limite au cas oil F est un corps 



local non archimedien. Notons q le cardinal du corps residuel de F. Nous suivrons I'approche 
de Waldspurger [36] en mettant I'accent sur les enonces et les changements necessaires pour 
adapter ses preuves aux revetements. 

Solent ?7i E Z, ?7z > 1 et G un F-groupe reductif connexe. Considerons un revetement a m 
feuillets 

1 ^ DJ„ ^ G 4 G{F) -^ 1. 

Nous adoptons les conventions de [31j : les objets associes au revetement sont afFectes de ~, 
e.g. P, X ; les symboles sans ~ designent leurs images par p. Une decomposition de Levi d'un 
parabolique P s'ecrit toujours de la forme P = MU. On construira des objets associes a G ainsi 
qu'a ses sous-groupes de Levi ; on fera reference au groupe en question en affectant les notations 
d'exposant lorsqu'il convient de le faire. 

Fixons un sous-groupe de Levi minimal Mq de G, un sous-groupe compact maximal special 
K de G{F) en bonne position relativement a Mq, et Pq £ V{Mq). On definit ainsi les sous- 
groupes de Levi ou paraboliques standards et semi-standards. La proposition suivante est aussi 
valable pour le cas F archimedien. 

Proposition 2.1.1. Solent F un corps local, p : G — )• G{F) un revetement a m feuillets. II 
existe une famille de sous-groupes Am{F)^ de Am{F), ou M parcourt les sous-groupes de Levi 
de G, telle que 

1. AM{Fy est ouvert et ferme dans Am{F) d'indice fini; 

2. Am ■■= p~'^{Am{F)^) est central dans M ; 

3. si Ml, M2 sont des sous-groupes de Levi et yMiy~^ = M2 ouy € G{F), alors vAm^ {F)'^y^^ 

Am,{F)^; 
4- soit L un Levi contenant M , alors j4l(-^) C AM{Fy ; 
5. on pose 



O.M,F 
0-M,F 



Hm{M{F)), 
Hm{Am{F)), 

Hm{Am{F)^] 



alors Cii p = a\i ^ n ol pour tout L D M. 



Demonstration. Indiquons une construction possible : posons Am{F)^ := AMiF)"^ pour tout 
Levi M. Alors on a a\.j p = m- aM,F- Soit L D M, la propriete a]^ p = ajvf f^'^l resulte du fait 
que O-L^F = ^M,F n a^. Les autres proprietes sont triviales. D 

En fait, on a deja utilise une version moins precise de ces sous-groupes dans |31j. Fixons une 

telle famille desormais. Lorsque M = Mq, on utilise les notations ^o(-^)) ^o(-^)^ et Aq . 

Rappelons que dans [31j on a defini I'application de Harish-Chandra H^ : G — )• og par 
H^ = Hg o p et G^ := Ker {Hq) = p^^(G(F)^). Elle differe de celle de [36] par un signe, mais 
peu importe. Rappelons que, lorsque F est non archimedien, on choisit la mesure de Ag{F) de 
sorte que mes(^G(-^) H Y^ei Hq) = 1. On munit Ag{F)'^ de la mesure induite de Ag{F). 

Soit M un Levi de G. Etant donne Am{F)\ on definit 



(1) iM := [Am{F) : Am(F)T] 



tl-i 



alors pour toute fonction 99 G C^{G{F)) invariante par Am{F)\ I'integrale 



iM / ^{x) dx 

AMiFy\G{F) 

ne change pas si I'on remplace Am{F)^ par un sous-groupe d'indice fini Am(F)^. Si ip est 
invariante par Am{F), alors cette I'integrale est egale a J^ (f)\g(f) ^(^) '^^• 
On pose 

X{G) :=Hom(G'/G\C^). 

Selon nos definitions, X{G) s'identifie a X{G). II est muni d'une structure de variete algebrique 
complexe, isomorphe a (Cx^dimKaG^ q^^ gg deduit de riiomomorphisme surjectif 

qui envoie x®^ S a^^ sur |x(")l* '1 rappelons que dec ~ X* {G)®z'C- on X*{G) := Hom(G, Gm)- 
Son noyau est de la forme \^B^L ou L est un reseau dans X*{G) ^z Q- Cela permet de definir 
la partie reelle Re(x) pour tout x e X{G). Notons lmX{G) := {x G X{G) : Re(x) = 0}. On 
definit ainsi IinX{G) = lmX{G). 

Soit L un sous-groupe de ac, on pose L^ := Hom(L, 27riZ) C ia^. Alors 

ImX(G) = iah/al^p. 

C'est un tore compact comme F est non archimedien. Introduisons des mesures de Haar et des 
constantes comme suit. 

- On munit lniX{G) de la mesure de Haar de sorte que I'application quotient 

^ac/ciG.F -^ iah/^G,F 

preserve localement les mesures et que mes(iag/og^) = 1. Ceci est compatible avec la 
convention dans [31] §2.5]. 

- Pour tout M S C{Mq), choisissons la mesure de Haar sur M{F) telle que mes(KnM(F)) = 
1. De tels choix sont invariants par Wq . 

- On munit M de la mesure de Haar telle que mes(p~^(£')) = mes(£') pour tout E C M{F) 

mesurable. La meme convention s'applique aux groupes K, K (1 M et Am ■ 

- Soit P = MU G J'(Mo), on munit U{F) de la mesure de Haar telle que mes(U {F)riK) = 1. 
On note P = MU I'oppose de P. Rappelons aussi que Harish-Chandra a defini la constante 
positive 

^(P) := f dp{m{u))du 

U{F) 

OU n = u{u)m{u)k{u) selon la decomposition d'lwasawa G{F) = U{F)M{F)K. Elle est 
proportionnelle a la mesure de Haar sur tJ{F), qui est deja choisie. En fait, elle ne depend 
que de G et M (cf. [36l P-240]), done c'est loisible de la noter 'y{G\M). On a la formule 
d'integrale pour toute / S Gc{G) 

(2) j{G\M) I f{x)dS:= f f j 5p{my^f{umu)dudmdu. 

G U{F) M U{F) 



On definit le sous-ensemble Mq (resp. Aq ' ) comme I'iniage reciproque de 

0^ := {F G oo : Va G Aq, {a, H) > 0} 

par Hjyj (resp. Hjq restreint a Aq ) ; ici on a change les notations de [36j afin d'alleger les 
symboles. On en deduit la decomposition suivante. 

Proposition 2.1.2. II existe un sous-ensemble fini T de G tel que 

G=\_\ ^KMo^k. 

7ef 



Demonstration. Cela resulte de la decomposition correspondante G{F) = KMqK, oii Mq est 
I'image reciproque de a^ par Hmq- D 

Enfin, on pent prendre une fonction hauteur || • \\g : G{F) — )• {r G R : r > 1} adaptee a 
K comme dans [361 P-242] et on pose || • H^^ := ||p(-)||g- Ceci joue le role de la fonction || • || 
dans [36J qui intervient dans diverses majorations. II convient aussi de considerer la fonction 
a{x) = a{x) := sup{l,log ||x||}. 

2.2 Representations 

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. Le scindage unipotent [311 §2.2] donne 
une decomposition canonique P = MU{F). Cela permet de definir le foncteur d'induction 
parabolique normalisee 

Ip{-) = lnd${6'J^ ® •) 

oil 5p signifie la fonction module de P{F) composee avec p, ce qui est aussi la fonction module 
deP. 

De meme, on salt definir le foncteur de Jacquet normalise : soit (vr, V) une representation 
lisse de G, on note jp : V ^ Vp le quotient maximal sur lequel U{F) opere trivialement. On 
obtient la representation lisse {-Kp,Vp) de M en posant 

'^p{rn)jp{v) = 6p{my^^'^jp{iT{m)v), v e V. 

En outre, le groupe X{G) opere sur I'ensemble des classes representations lisses (resp. admis- 
sibles, unitaires) par produit tensoriel. On pent ainsi developper une theorie de decomposition 
de Bernstein comme le cas de groupes reductifs connexes. Ces foncteurs ont des proprietes 
algebriques comme le cas de groupes reductifs connexes, par exemple le lemme geometrique de 
Bernstein-Zelevinsky, I'admissibilite uniforme, la reciprocite de Frobenius et le second theoreme 
d'adjonction, pour en citer quelques uns. Observons en passant que toutes ces operations 
preservent I'equi variance sous pm- 

Au lieu de reproduire toutes les demonstrations des assertions ci-dessus, c'est peut-etre plus 
raisonnable de les admettre comme les hypotheses. Donnons toutefois une esquisse. 

- Le groupe topologique G est un Z-groupe au sens de [Ul 1.1]. II sufiit que G soit un 
/-espace ; cela resulte du fait que G{F) est un /-espace. 

- De meme, G est denombrable a I'infini (c'est-a-dire il est une reunion denombrable de 
sous-ensembles compacts) d'apres la propriete correspondante de G{F). 

- Pour le lemme geometrique, on doit verifier les conditions (l)-(4) et (■^) dans [TBI 5.1]. 
Pour cela, on utilise la decomposition de Levi sur le revetement P = MU{F) et ses 
consequence suivantes : Taction adjointe de M sur U{F) se factorise par p : M — )• M{F), 
et Paction du groupe de Weyl W^ sur les sous-groupes P, M, U{F) C G se deduit de 
celle sur P,M,U C G. 



Des cas speciaux du lemme geometrique pour revetements se trouvent dans [271 §1.2] et 

Passons maintenant a I'aspect "analytique" . Le resultat suivant est important pour I'etude de 
coefficients matriciels de modules de Jacquet, cf. |36[ 1.2]. Faute d'avoir une reference convenable, 
on en donnera aussi une demonstration. 

Proposition 2.2.1. Soit V un sous-espace de dimension finie de C°°{Ag ) stable par la 

representation reguliere a droite de Aq , notee p. Alors il existe un sous-ensemble fini X de 

Hom(^G ) C^) et un entier d >0, tels que pour tout x ^ ^ ^t tout f £ V, il existe un polynome 
P^j sur ac, deg P^j < d, tel que 

f{~a) = Y,x{a)Pxj{HG{a)), a e Ag^ 

Si I 'on prend X minimal verifiant les proprietes ci-dessus pour tout f , alors pour tout x & X, 
les fonctions a i— ;■ x(o) et d^^ x{d)Py^j{HM{a)) sont dans V. 

Demonstration. Prenons d = dimy. La finitude de dim!/ et la commutativite de Aq donnent 
une decomposition finie V = ®y,fzx ^X' stable par p, oil 

V^= f] Ke,{p{d)-x{d)f. 

On se ramene ainsi au cas oia Af = {x} est un singleton. En multipliant les elements de 
V^ par a i— )■ x(o)~^i on peut supposer de plus que x = 1- Soit / G Vi. Comme p(d) agit sur 
Vi comme une matrice unipotente pour tout a, la fonction / se factorise par le sous-groupe 

compact Ag CiG^- Alors I'equation 

(pid) - id)^f = 0, ogAg^ 

devient un systeme de suites recurrentes lineaires sur le reseau a.G,F C ac, et I'assertion en 
decoule. D 

Definition 2.2.2. Solent (tTjV) une representation admissible de G et x ^ Hom(^G jC^). 
Definissons 



Vx 



> . 



veV:3d,ve Pi Ker (irid) - x{d)y 

On a alors V = V^. Definissons I'ensemble des exposants de (vr, V) par 

fxp(^) := {x G Hom(^^C^) :V^^0}. 

Remarque 2.2.3. Soit x ^ <?xp(7r). On peut verifier aisement que Rex est un objet "infinitesi- 
mal" : il ne change pas si Ton remplace Ag{F)' par un sous-groupe ouvert d'indice fini AG{Fy 

et remplace x P^^ sa restriction a Ag ■ 

Posons Ciissc(G) I'espace de fonctions sur G bi-invariantes par un sous-groupe ouvert et 
compact. II y a deux representations p, X de G sur cet espace, definies par 

{p(.3:)f){y) = f{yx), 
{X{x)f){y) = f{x-'y). 



Soit (vr, V) une representation admissible de G. Notons {tt, V) sa contragrediente. Soient 
V gV, i) gV. On definit le coefficient matriciel comme I'element de C\isse{G) 

X I— ;■ {7r{x)v,v). 

Notons ^(vr) la sous-representation de CussciG) (par p et A) engendree par tons les coeffi- 
cients de vr, et posons 

A{G) = Y,A^) = [JA^)- 

TV TV 

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. On dispose de I'application terme constant 
le long de P, cf. [Ml 1-6.2] 

A{G) -^ AiM), 
f^fp- 

La fonction fp est caracterisee par la propriete suivante. Pour tout m E M, il existe e > tel 
que, si a G Am et |a(a)|F < e pour tout a G Sp, alors 

(3) ((5p^'^/)(ma) = fp{ma). 

La demonstration est basee sur un theoreme de Casselman |36t L4.1], la preuve-la s'adapte 
aux revetements a I'aide de la Proposition I2.1.2I 

2.3 Fonctions de Schwartz-Harish-Chandra 

Introduisons la fonction H de Harish-Chandra sur G{F). Rappelons que rP est definie 
comme un coefficient matriciel de I'induction parabolique normalisee de la representation triviale 
de Pq. On pose simplement 

H^ := H^ o p. 

Cette fonction verifie des majorations liees a || • || et a^ cf. \6ii\ II]. De meme, les resultats 
d'integrabilite de [36l H] demeurent valables pour G, ce qui justifie toutes les integrales que Ton 
considerera. 

Soit P G J"(Mo). On note 

+a^* := J^ M>o • « 

QgAp 

et on note "'"Op* son adherence. 

Proposition 2.3.1 (Cf. |36t III. 1.1]). Soit (vr, y) une representation admissible de G admettant 
un caractere central unitaire. Les conditions suivantes sont equivalentes. 

1. Les valeurs absolues des coefficients de vr sont de carres integrables sur G/Aq ■ 

2. Pour tout parabolique semi-standard P = MU et tout x G '?xp(vrp), on a Rex G '*"ap*. 

3. Pour tout parabolique standard propre maximal P = MU et tout x G '?xp(vrp), on a 
Rex G +a^*. 

Supposons verifiees ces conditions et soit f G ^(vr). Pour tout r gM, il existe c > tel que 

(4) |/(x)|<cH(x)(l + c7(x))-^ xGG. 



On appelle une telle representation de carre integrable modulo le centre, ou bien L^ modulo 
le centre. Si (tt, V) est de carre integrable modulo le centre, on definit son degre formel comme 
la constante positive d{'K) telle que 

'-G / {'k{x)v,v){v' ,t:'^ {x)v') dx = d{TT)^'^{v,v'){v' ,v), v,v' ^V, v,v' ^V'^ . 



Ag\g 

Remarquons que d(7r) depend de la mesure de Haar sur G mais pas du choix de Ag{F)'^ . 
Definissons des versions dites faibles de C\\sse{G) et A{G) comme suit. 

CiTsse(G') := {/ G Ciisse(G') : ^c,r tels que Q est verifie }, 

^-(G):=^(G)nCi-,e(G). 

Soit (tt, V) une representation admissible de G. On dit que (vr, V) est temperee si A{'n) C 
A^{G). Les representations de carre integrable modulo le centre sont temperees. Un fait impor- 
tant est 

7r:temperee Tritemperee 

Proposition 2.3.2. Soit (vr,!/) une representation admissible de G. Les conditions suivantes 
sont equivalentes. 

1. (vr,y) est temperee. 

2. Pour tout parabolique semi-standard P = MU et tout x G '^xp(7rp), on a Rex G ^Op . 

3. Pour tout parabolique standard propre maximal P = MU et tout x ^ '^xp(7rp), on a 
Rex G +a^*. 

En resume, nous avons defini les ensembles 

U2{M) c ntemp(M) c n,nit(M) c n(M) 

qui designent les ensembles de classes d 'equivalences de representations de carre integrable mo- 
dulo le centre, temperees, unitaires et admissibles irreductibles de M, respectivement. On pent 
aussi considerer I'equivariance sous \^m et introduire les sous-ensembles 112,- (M), ntemp,-(-^); 
etc. 

Solent r e M et / e Gnsse{G)- On definit 

,.rif):=sup{\fix)\Eix)-\l + aix)Y). 
xeG 

Soit H C G un sous-groupe ouvert compact. Notons Ch I'espace des fonctions / bi-invariantes 
par H telles que fr(/) est fini pour tout r G M. Les semi-normes I'r definissent une topologie 
sur Ch- On pose C{G) = \Jjj Ch, muni de la topologie lim. C'est une algebre pour le produit de 
convolution, qui est separement continu. Les elements de C{G) s'appellent aussi les fonctions de 
Schwartz-Harish-Chandra. L'application GxG xC{G) — >■ C{G) definie par (x, y, f) ^ p{x)\{y)f 
est continue. 

Si (vr, V) £ ntcmp(G') et / G C(G), on pent definir I'operateur vr(/) de sorte que 

{7r{f)v,v) = f{x){Tr{x)v,v)dx, v£V,v£V. 

G 
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Alors / I—)- vr(/) est un homomorphisme d'algebres. Pour tout /, I'operateur 7r(/) est de rang 
fini et on pent definir la fonctionnelle lineaire continue / i— t- Qn{f) '■= tr7r(/), i.e. le caractere 
de IT. 

Citons deux variantes faibles des constructions precedentes. Soit (vr,y) G ntemp(G). Soit 
P = MU £ F{Mq), alors le module de Jacquet admet une decomposition canonique. 

(^p,yp) = (vr|,y|')e(vrt,y±) 

ou Vp se constitue des V^ avec Rex = 0, et V^ se constitue du reste. Alors (vr^jV^) est 
temperee, cf. |361 III.3.1]. La reciprocite de Frobenius demeure valable dans la categorie des 
representations temperees admissibles si Ton remplace le foncteur tt i— )• Tip par vr i— )• vr^. 

On dispose de I'application terme constant faible le long de P, analogue de ^ 

La fonction /^ est caracterisee par la propriete suivante. Pour tout rh G M, on a 

(5) lim((5p^/V)(?^a)-/|(ma) = 0. 

ou la limite signifie que a G Am et —HM{a) tend vers I'infini dans un cone ouvert strictement 
contenu dans celui determine par Ap, cf [361 ULS]. 

On definit la fonction /|'^"'^ : G x G ^ ^"'(M) en posant 

(6) ff''\x,y) = {p{5:)\{y)frp. 

2.4 Operateurs d'entrelacement 

Le tore complexe X{G) opere sur n(G') par ix-,^) ^^ ^®X-,^^X^ ^{G) et w G Ii{G). Si x 
est I'image de A G cIq^, on ecrit aussi vta := vr (gi x- L'action induite du tore compact LxlX(G) 
preserve n2(G). Pour toute orbite O sous ImX(G), on pent choisir un point base w G O et 
munir O de la structure de variete G°° par I'application 

ImX((5)/Stabj^„^(^)(^)^0. 

X^i^®X- 

Le stabilisateur Stabj^j^jj^/^N (w) est fini. De fagon analogue, pour Paction de X{G) on definit 
I'orbite Oc qui est une variete algebrique complexe. Ainsi, on peut parler de fonctions C°°, 
regulieres ou rationnelles sur Oc- Ces notions ne dependent pas du choix du point base oj. 

Soient M G £(Mo), P = MU et P' = MU' dans V{M). Solent (vr, F) une representation 
admissible de M, / G IpV ^ x £ G. On dit que I'integrale 



{Jp,^p{7r)f){x) = J f{u'x)du' 



{UnU')(F)\U'(F) 

est absolument convergente, egale a u G F, si pour tout v £ V I'integrale 

{f{u'x),v) du' 



{Ur\U'){F)\U'{F) 
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est absolument convergente et egale a {v,v). Si {Jp,,p{'ir)f){x) est absolument convergent pour 
tons / et X, on dit que Jpnp{-K) est defini par des integrales convergentes, et il definit un 
operateur d'entrelacement Ip(7r) — )'Xp,(7r). 

On pent identifier Ip{V) a I'induction Indr> p{V) par restriction sur K. Lorsque vr varie 
dans Oc, cet espace ne change pas. En introduisant les C[M/M^] -families de representations 
(cf. [Ml 1-5]), on pent parler des families d'operateurs Xp(7r) — )• Xp, (vr) regulieres ou rationnelles, 
ouvr eOc, voir [Ml IV.l]. 

Solent P € V{M) et a G Sp, la coracine a^ € OAf pent etre definie en choisissant un 
parabolique minimal Pq <Z P et en restreignant a^ £ Aq a a*/. On voit qu'elle est independante 

dePo- 

Nous renvoyons le lecteur a [361 IV.l] pour les resultats suivants dans le cas des groupes 
reductifs connexes. 

Theoreme 2.4.1. Soit {tt,V) une representation admissible de longueur finie de M. Alors il 
existe R G M. tel que si (Re(x),a'^) > R pour tout a S Sp n T,p,, alors Jp/|p(7r x) esi defini 
par des integrales convergentes. L'operateur Jp,,p{'K (g) x) defini pour de tels vr (gi x •^e prolonge 
en un operateur rationnel sur Oq. 

Si (vr, y) est temperee, alors Jp/|p(vr x) est defini par des integrales convergentes pourvu 
que (Rex, a"^) > pour tout a G T.'jS'^ D S^f . 

Posons d{P',P) := \T.'^^ n T,'^'^\. 

Proposition 2.4.2. Soit {tt,V) une representation admissible de longueur finie de M. Alors 
1- Jpi\p{T^Y = Jp\pi{T^), ou V signifie l'operateur dual; 

2. Jp,|p(vr) = Jp,|p„(vr)Jp„|p(vr) si P" G V{M) et d{P',P) = d{P' ,P") + d{P" ,P) ; 

3. soit P" = M"U" G J-'{Mq) contenant P et P' , on fait les identifications 

Ip{TT) =Xp„X|J^'^^„(vr), 
Xp/(vr) = 2p„2p,^^-^„(vrj, 

alors j£|p(vr) est l'operateur deduit de J^f rr/zip a7"(^) P'^''^ le foncteurZp„{-) ; 
4- soient w G Wq' et w G K un representant, alors 

^wP'lwpi^'^) = Mw)Jp>ipiTr)A{w)-^ 

ou A{w) : Xpij:) ^ Z^p{wTT) (ou avec P' au lieu de P) est la translation ip{-) i— )• ip{w~^-). 

Supposons maintenant que vr G 1X2 (M), son orbite sous X{M) est notee Oc- On dit qu'un 
element dans Oc est (5-regulier si son stabilisateur dans W'-'{M) est trivial. De tel elements 
forment un ouvert de Zariski dense dans Oc- 

Montrons qu'il existe un ouvert dense de Zariski dans Oc tel que pour tout vr' dedans, Xp(vr') 
est irreductible pour tout P G V{M). En effet, il suffit de montrer que Hom(Xp(vr),Xp(7r)) = C 
lorsque vr est G-regulier, car Ip^n) est unitaire de longueur finie. Or cela resulte immediatement 
de la reciprocite de Frobenius et du lemme geometrique de Bernstein-Zelevinsky. 

Grace au Theoreme 12.4.11 et Proposition 12.4.21 on montre (cf. [36^ IV. 3]) qu'il existe une 
fonction rationnelle j sur Oc telle que 

Jp^p{^')Jp^pi^') = J(vr'), vr' eOcPe V{M). 
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Notons E^'^ I'ensemble des racines reduites de Am- A chaque a S S^^ est associe un sous- 
)upe de Levi M^ contenant M tel qi 
en remplagant G par Ma. On a alors 



groupe de Levi M^ contenant M tel que 'E,j^,j"'^'^ = {a}. Notons ja la fonction rationnelle definie 



QGS-d/± 

Oil a parcourt ^^^f a signe pres. Definissons la fonction fi sur Oc par 

(7) ^^■.= j-\ 

Pour a € E^'^'^, on note fia la fonction definie en remplagant G par Mq,. 

Proposition 2.4.3 (Cf. [36^ IV. 3]). La fonction /x esi rationnelle sur Oq- Elle est reguliere et 
reelle non negative sur O. On a 

/^ = n ^'^■ 

De plus, /i est invariante par Wq et par passage a la contragrediente vr i— t- vr. 

Remarque 2.4.4. Soit a E Ap. On note r^ le plus petit rationnel positif tel que Tq, • a^ E <^g,f- 
On note 

(8) a := raa"^. 

Supposons choisi un point base n dans Oc- On pose P' := P, alors les fonctions A i— )■ 
^p/|p(7rA) et A I— )• /i(vrA), oil A E o^c, sont rationnelles en les variables {g"'-^'"/ : a E Ap}. 
Cette propriete est implicite dans la preuve de la rationalite des operateurs d'entrelacement [3U1 

p.278]. 

2.5 Coefficients d'induites et la fonction c 

Fixons toujours M E £(Mo). Soient P E P(M), (a;,^;) E C Posons 

= IpiE) MXp{EY ^ EndilpE). 

Ici M designe le produit tensoriel exterieur de representations, par exemple EM E est I'espace 
vectoriel E®E considere comme une representation de M x M, et ainsi de suite. Le revetement 
G X G ^ G{F) X G{F) n'appartient pas rigoureusement a notre classe car son noyau n'est pas 
cyclique, mais peu importe. 

Pour V <^ i) £ L{u}, P), on pent definir le coefficient 

Ep{v (8) ■«) : x I— )• {uj{x)v,v). 

Ceci induit une application lineaire Ep : L{uj,P) — )• Ciisse(G'). Plus generalement, soient P' = 
M'U' E -F(Mo) tel que M' :^ M ei P e P*^'(M), posons 



i?|' :X^x'! L^^'(a;,P) ^X^^^. C^,,,,{M') 



P'xP' ' ' P'xP 

I'application qui se deduit de E^j par fonctorialite. 
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Soient M,M' £ C{Mq). Posons 



W{M'\G\M) 

W{M\G) 

W{M'\G\M) 



{w £ Wo : ^M C M'}, 

W{M\G\M), 
W^'\W{M'\G\M). 



Ces ensembles sont eventuellement vides. lis operent sur des paraboliques par conjugaison. 
Dans ce qui suit il convient de fixer des representants dans K de ces ensembles. Neanmoins, les 
resultats ulterieurs seront independants des choix. Soient s £ K un representant d'un element 
dans Wq et lo une representation de M, on note sco la representation de sM obtenue par 
transport de structure. Elle est independante du choix du representant a isomorphisme pres. 

Pour P £ V{M), s £ W{M'\G\M), definissons 

Ps := (M' n sP)U', 
P; := (M' n sP)U' 

Notons A(s) : 1p{^) i— ?• T^p{suj) la translation a gauche par s en se rappelant que /^(w) est 
un espace de fonctions sur G. Vu les identifications 

-j-_ -j-M' _ -j 
-^P'-^M'r\sP ~ -^Ps ' 

-^P'-^M'nsP ~ PV 

on definit 

Cp,|p(s, uj) : L{oj, P) ^ xf^^pL^~'\soj, M' n sP), 

Theoreme 2.5.1. Fixons P £ V{M), P' £ V{M') et O une lTaX{M)-orbite contenant une 
representation de carre integrable modulo le centre. Soient u £ O un element G-regulier et 

■0 £ L{uj,P), alors 

seW(M'\G\M) 

Rappelons ([6]) pour la definition de {• • •)p, ''^ ■ H faut aussi des fonctions auxiliaires. Soient 

M £ C{Mq), CO £ O une ImX(M)-orbite contenant une representation de carre integrable 
modulo le centre, P,P' £ P(M) et s G W(G|M). Definissons 

°Cp,jp(s,w) := Cp,^p{l,sujy^Cp,^p{s,u}) £ Hom^^(^(L(u;,P), L(slj, P)). 

Les operateurs Cpnp{l, sio)~^ , Cpnp{s,io) et °Cpnp{s,io) sont definis comme des fonctions 
rationnelles en w G Cc, puisque les operateurs d'entrelacement le sont. On peut ainsi parler de 
la regularite de ces operateurs sur O ; cf. [3U1 V.l]. 

Proposition 2.5.2. L'application uj i— )• °Cpnp{s,u) est reguliere sur O. Pour tout oo £ O, 
I'operateur °Cp,,p{s,u}) est unitaire. On a 

E%{°cp,^p{s,uj)i;) = EJ{^) 
pour tout ip £ L{uj,P). 
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2.6 Enonce de la formule de Plancherel 

Considerons un parabolique P = MU G J-{Mq). Soit O une ImX(M)-orbite rencontrant 
n2(M). Soient {u, E), (w', E') G O tels que uj ~ J. Mors les espaces xf'^fiEME) et x|'^|(£;'K 

i?') sont canoniquement isomorphes : risomorphisme etant induit d'un isomorphisme a; — t- w' 
quelconque et de son dual. 

Definissons C°°{0,P) comme I'espace des fonctions ■0 : <^ — ^ V'o; G Lioj^P) respectant les 
isomorphismes ci-dessus, telles que V est C°° sur O. Rappelons que I'espace de L{oj, P) ne 
change pas lorsque w varie dans O, pourvu que I'on le realise comme un espace de fonctions 
sur K X K ; notons-le Lj^{0). Si H est un sous-groupe ouvert compact de G, Lj^{0)^^^ est 
de dimension finie. Comme IniX(M) est compact, C°°(ImX(M)) est muni de la famille des 
semi-normes \\^p\\d '■= sup\D(p\, oti D parcourt les operateurs differentiels sur lmX{M). Done 
I'espace 

C~(ImX(M))®L^(0)^^-f^ 

est muni d'une topologie canonique. II contient C°°{0,P)^^^ comme un sous-espace ferme. 
On munit C°^{0,P) de la topologie lim en variant H. 

Proposition 2.6.1 (Cf. [36, VI.2.1]). Soit i; G C°°{0,P), dors 

1. pour tout X £ G, la fonction uj i— t- {Epipi^){x) est G°° sur O ; 

2. pour tout P' = M'U' G T{Mq) et rh' G M' , les fonctions uj ^ {E^ip^)p,{rh') et uj ^ 
{EfiP^)jXm') sontG^ surO. 

C'est done loisible de poser pour i/' G C°°(C',P), 

U{x) = / Ai(w)(£;gV^)(x) do;, x G G, 



oil O est muni de la mesure telle que ImX(M) — t- O preserve localement les mesures. 

Proposition 2.6.2 (Cf. [36, VI. 3.1]). L'application ip >-^ f^ est une application lineaire continue 
deC^{0,P) surC{G). 

On fait varier les (O, P). Notons 9 I'ensemble des paires (O, P) ou P = MU G -P(Mo) et O 
est comme ci-dessus. Posons C°°(0) := 0(0 p)g0 C'°°(0,P). On ecrit un element ip de C°°{Q) 

sous la forme ^p = {tp[0,P])o,p- On definit l'application k, : G°°{Q) — )• C{G) par 

{o,P)e0 

On note C°°(0)™^ le sous-espace de C°°(0) des elements tp tels que 

^l;[sO,P'U = °cp,^p{s,u;)^[0,P]^ 

pour tout (O, P) G e et tout P'. On definit la projection pr'"^ : C°°(G) -^ C°°(e)^''^ par 

(pr-»[0,P]^ = K|-i|P(M)ri Yl E °cp,^p{■'^,u;)-^^P[sO,P'U. 

seWo^ P'€V(sM) 

Un fait important est que k se factorise par pr™^ ; on utilise toujours le symbole k pour 
l'application C°°(0)'°^ -^ C{G). Voir [36^ VI.3.2]. 
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L'etape suivante est de definir I'inverse de k. Soit / E C{G), notons / la fonction x i— )• 
f{x~^). Mors / G C{G). Solent M G £(Mo) et P G V{M). Solt {uj,E) G n2(M), notons 
(^,y) :=Ip{io,E) et 

/(^,P):=d(a;)7r(/). 

On verllle que f{uj,P) G L{uj,P) comme dans [36l, VII. 1]. Solt {0,P) G 0, on obtlent alnsl 
une fonction ipf[0,P] sur O par V'/[C,-P]aj = /(w,P), pour tout a; G C 

Proposition 2.6.3. Pour tout (0,P) G 0, VappUcation f i— )• ^^[0,^] definit une application 
lineaire continue C{G) — )• C°°{0,P). 

On arrive a I'enonce de la formule de Plancherel. 

Theoreme 2.6.4. L'application f i-> ipf[0,P] induit une application C{G) —?- C°°(9)™^. Elle 
est I'inverse bilateral de k. En particulier, k est un isomorphisme. 

Pour (O, P) G et a; G O, on note 0^ le caractere de Zp{uj). 

Corollaire 2.6.5. Soit f eC{G), alors 

/(1)= Y. 7{G\M)\Wo''\\W,^nV{Mr' fd{uUu;)eS{f)du, 
(o,p)ee 5 

= Yl 7(G'|M)|H^o'^||t^o''r' / dH^(^)0f(/)d^- 
^e^(^^») n,(M) 

Remarque 2.6.6. Afln de se debarrasser de tout soucl de mesures, verlfions la dependance de 
ladlte formule sur des divers cholx. Flxons {0,P) G avec P = MU. 

- Le degre formel d{uj) pour uj £ O est Inversement proportlonnelle a la mesure dm sur M. 

- D'apres la definition des operateur d'entrelacement, la fonction ^u est proportlonnelle a 
{dudu)~^ ou du (resp, du) deslgne la mesure sur U{E) (resp. tJ{E)). 

- 0^(/) est proportionnel a la mesure dg sur G. 

- 7(G|M) est proportionnel a dudm,du( dg)~^ pourvu que 7(G|M) solt deHnl par la formule 
(I2D dans CT 

- II n'y a aucune dependance du choix de Am{F)K 

Par consequent, le produit Indexe par (O, P) dans le Corollaire 12.6.51 est Independant de 
tout cholx. Cela nous permettra de varler certains choix de mesures dans ^ 

3 Normalisation des operateurs d'entrelacement 

On se place toujours dans le cadre d'un revetement local 

1 ^ DJm ^ G 4 G(P) ^ 1, 

oil E est un corps local et G est un P-groupe reductlf connexe. On fixe un sous-groupe de 
Levi minimal Mq et un sous-groupe compact maximal special K de G(P) en bonne position 
relativement a Mq. On a les ensembles n(M), ntemp(-^)) n2(M) de classes d'equlvalence des 
representations irreductlbles de M ; ils sont definl dans ^ lorsque E est non archimedien, dans 
le cas E archimedien leurs definitions sont blen connues. En rajoutant I'equlvariance sous pm, 
on definit leurs variantes speclflques n_(M), ntemp,-(-^), Il2,_(M), etc. 

Nous avons precise les choix de mesures dans le cas non archimedien. Pour le cas archimedien, 
nous sulvons le choix fait dans [7j qui sera rappele dans ^3.2[ 
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3.1 Facteurs normalisants 

Soit M G C[Mq). Rappelons que, pour tout corps local F, on peut definir le groupe X{M) := 
Honi(M/M"'^, C^) et son sous-groupe IniX(M). Ces groupes operent sur Ii{M). Les X{M)- 
orbites admettent une structure de variete complexe algebrique via la surjection canonique 
^MC ~^ X{M). Soit vr G M, Paction de X{M) s'ecrit sous la forme habituelle (vr,x) i— ?■ vr x 
avec X £ ^{M)-, ou (vr, A) i— )■ tta avec A E a^f c- Si F est archimedien, Taction de a^^ est libre 
et tout element de 112 (M) admet une ecriture unique vta avec vr G 112 (M^) et A G ici^- 

Definition 3.1.1 (cf. [3 §2] et ^ §2]). Solent M G £(Mo) et Oc une X(M)-orbite dans 
n(M). On dit qu'une famille de fonctions meromorphes sur Oc 

r|,|^(7r), L G £(M), P, P' G P^(M), vr G Oc 

est une famille de facteurs normalisants si elle satisfait aux conditions suivantes. Posons d'abord 

^iip(vr):=r^,ip(7r)-V^,,p(7r). 



(Rl) Pour tons P,P',P" G P^(M), on a P^„|^(^) = R%,^p,{^)R%^p{^). 
(R2) Si vr est unitaire, alors 

Rp,\p{'^\T = Rp\p,{T^-x), A G aXf,c- 

En particulier, i?^ -(vr) est un operateur unitaire. 

(R3) Cette famille est compatible au transport de structure par le groupe de Weyl, au sens 
suivant 

^i;p>p(*^) = A{w)R%^p{Ti)A{w)-^ 

ori w G Wq et w ^ K est un representant, cf. la Proposition 12.4.21 
(R4) Avec les notations dans 3131 ^^ a 

ae(s^,)'^<=dn{s^)-^<=d 

ou Pa := PnMa. 

(R5) Soit P" = M"U" G -F^(Mo) contenant P et P', alors -R^,|p(vr) est I'operateur deduit de 
^l'nAf"|PnM"(^) P^"^ ^^ foncteur X|„(-). 

(R6) Si F est archimedien, les coefficients KnL-finis de P^,, p(vrA) sont des fonctions rationnelles 
en (A,a^) oii a G Ap . Si F est non archimedien, notons q le cardinal du corps residuel 
de q, alors r^i^p{TTx) est une fonction rationnelle en les variables q~\^'°'\ ou a G Ap et 



p/\p\ 
" £ Q>o ■ a^ est defini dans ([8|) ; done les coefficients de R^^piT^x) le sont aussi. 



(R7) Si vr est temperee, A i— )• rp,|p(vrA) n'a ni zeros ni poles lorsque (ReA,a ) > pour tout 



a G Ai. 



P'\p\ 
ip. 

(R8) Si F est archimedien, vr G ntemp(-^"'^) et A G io*M, on pose 

4'|p(^a):= n ^^'«'')"° 
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ou Ua est I'ordre du pole de A i— )• Vaiirx) en A = 0. Alors pour tout operateur differentiel 
invariant D sur ia%f, il existe des constantes C,N > telles que 



\Diq%^p{TTx)r%^p{7Tx)r'\ < C{1 + Wfi^ + All) 



N 



pour tout TT et tout A, oil nous adoptons les notations 

- f) est une sous-algebre de Cartan de q ; 

- W^ le groupe de Weyl complexe de M ; 

- /iTT G ^c/W^ est le caractere infinitesimal de tt ; 

- II • II une norme hermitienne W^ -invariante sur t)c telle que 

II ii2 II i\ii2 II ii2iii\ii2 \_/\^"* 

llM7r;,|| =11^77 + A|| = II^ttII + I|A|| , vXetaM- 

Signalons que le caractere infinitesimal ici est defini de la meme facon que dans le cas des 
groupes reductifs connexes sur M, voir [3T; 1.6.5 et 3.2.3]. 

La condition (R7) interviendra dans I'etude des quotients de Langlands. Dans cet article 
nous ferons usage d'une notion moins stricte. 

Definition 3.1.2. On dit qu'une famille de fonctions meromorphes sur Oc 

r|,|p(7r), L G £(M), P, P' G P^(M), ^ G Oc 

est une famille de facteurs normalisants faible si elle verifie toutes les conditions de la Definition 
I3.1.1l sauf (R7). Deux families de facteurs normalisants faibles r, r^ sont dites complementaires 
si 

(9) r;^;ip(^) = 4p,(vr) 

pour tous P, P' et L. 

Remarque 3.1.3. Etant donnee une famille de facteurs normalisants faible r, on pent toujours 
definir une famille complementaire r'^ par ([9]). Mais r^ et r ne peuvent pas verifier a la fois 
(R7) : on pent le voir en prenant P' egal a I'oppose de P. 

La construction des facteurs normalisants se reduit au cas L = G, Oc n 112 (M) 7^ et P, P' 
des paraboliques propres maximaux, au sens suivant. 

Proposition 3.1.4. Supposons choisie des families de facteurs normalisants ^^,i^(") pour tout 
L G C{Mq), L ^ G et Q,Q' quelconques, qui sont compatibles au transport de structure par 

Soientrp,,p{-) des fonctions meromorphes sur les X[M)-orhites rencontrant Il2{M) verifiant 
toutes les conditions de la Definition \3.1.1\ sauf (R4) ^t (R5), ou M G C{Mq) est standard 
propre maximal, P,P' G V{M). Alors les facteurs r^-{-) etrp,,p{-) ci-dessus font partie d'une 

famille de facteurs normalisants pour G, dont la construction est canonique. 

Demonstration. C'est exactement ce qu'Arthur fait dans [71 §2]. En resume, grace a (R5), la 
condition (R7) et un critere simple de I'unitarisabilite des quotients de Langlands [221 Theo- 
rem 7], qui est valable pour les revetements sur tout corps local, permettent de se ramener au 
cas temperee. On se ramene finalement au cas de representations de carre integrable modulo 
le centre d'apres le fait qu'une representation temperee est un constituant d'une induite para- 
bolique normalisee d'une representation de carre integrable modulo le centre. La compatibilite 
au transport de structure est garantie par (R3). A chaque etape, on pent supposer M propre 
maximal grace a (R4). La preservation de (R8) est claire. D 
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Remarque 3.1.5. Pour les applications a la formule des trace, on considerera le cadre ou F est 
un corps de nombres, p : G — )• G(A) un revetement adelique, S un ensemble fini de places de F 
et Gs — )• G{Fs) la fibre de p au-dessus de G{Fs). On pent toujours considerer les normalisations 
des operateurs d'entrelacement dans ce cadre, cf. ^7, §1]. Les resultats decoulent sans peine du 
cas F local en prenant 



TT = 


= (^vr^, 




v&S 


rp,|p(7r) = 


- T pi\p\T^v 




veS 


Rp,\p{TT) -- 


= (g)i?p,|p(^i 




ves 



Cf. [T, p.31]. 

3.2 Le cas archimedien 

Conservons les conventions de ^3.21 Nous donnerons une construction canonique de facteurs 
normalisants dans le cas archimedien a la Arthur [7] avec formules explicites. C'est loisible de 
supposer que F = M. 

Soit r une M-algebre de Lie. On adopte la convention re := t(M) (dm. C Notons 6 I'involution 
de Cartan associe a K. Prenons une forme bilineaire G(M)-invariante B sur 0(M) telle que 
X I—)- —B{X,9X) est positive definie. Si T est un M-tore maximal 0-stable de M, alors B est 
non degeneree sur t(]R). Prenons T un M-tore fondamental dans M anisotrope modulo Am, ce 
qui existe d'apres [23l §39] car Il2{M) / 0. Le groupe Gal(C/]R) = {id, cr} opere sur X^{Tc), 
d'ou une action sur tc- 

On se ramene au cas ou M, P, P', vr sont comme dans la Proposition 13.1.41 en particulier 
P' = P. Or la notation P' sera conservee pour des raisons de typographic. 

On pose 



ap'IP := '[{yi^B{a,a) 



ou a parcourt les racines de (flC) tc) dont les restrictions sur ajv/ appartiennent a Sp/. On munit 
(up' n up)(M) de la mesure induite par la forme positive definie X i— >• —B(X, OX) ; on choisit la 
mesure de Haar sur (Upi n Up)(R) de sorte que 

/ (l){u) du = ap,\p I (/.(expX) dX, V0 G Cc{{Up, n C/p)(M)). 
(C/p/nc/p)(M) {up/nup)(R) 

On montre que cette mesure ne depend pas du choix de B. 

Notons pm la demi-somme des racines positives de (mc,tc) par rapport a une base fixee. 
On prend dx G t^ tel que dx + Pm est un representant du caractere infinitesimal de tt. On pent 
prendre Aq G t^, /x E ii* tels que 

{dx,H) = {X^,H - aH) + ]^{^i- PM,H + aH), H€i{C), 

Cf. [7i (A.l)]. Ici Aq est pour I'essentiel la derivee du caractere central de vr, et p est le parametre 
de Harish-Chandra. D'apres Harish-Chandra, c'est connu que dx se releve en un caractere de 
T ; notons- le x- 
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Notons Tip{G, T) I'ensemble des racines de {G, T) dont les restrictions sur oa/ appartiennent 
a Sp et etudions les {id, aj-orbites de Yip{G,T). Supposons d'abord que a est une racine reelle 
dans Tjp{G,T). II y a au plus une telle racine. Rappelons la definition de I'element 7 G T 
dans [211 §30, Lemma 2]. On note Ha I'element dans t(M) tel que B{H,Ha) = {a,H) pour 
tout H G t(M), et on note H' := 2{a,Ha)'^Ha. Prenons X' £ Qa{R) et Y' £ B_a(M) tels que 
{H',X',Y') est un sl2-triplet, c'est-a-dire 

[H',X'] = 2X', [H'X] = -2Y\ [X\Y'] = H' . 

Posons 7 := exp(7r(X' — Y')) G T. Le triplet {H' ,X' ,Y') induit un homomorphisme $a '■ 
SL{2, M) -> G, oil SL{2, M) est un revetement de SL(2, M). Prenons k £ {0, . . . ,2m- 1} tel que 



(-1) 



{pp,»'') 



xii) 



irk 
g mi 



D'autre part, si a est une racine complexe, en remplagant a par aa si besoin est, on suppose 
toujours que 

{(Jfi- iJi^a') G Z<o. 

Definissons le facteur normalisant rp,,p[TT). S'il existe une racine reelle dans 'Sp{G,T), on 
la notera oq et on ecrira 3ao ; dans ce cas-la on definit X) 7 et A; d'apres ce qui precede. Posons 



Tciz):=2i27Tr'Tiz), 



G{z) :-- 



vr • 



)r(f + i: 



r(f + 2l^)r(f + 1 - 2!^) 

(et desole pour I'abus du symbole vr). Pour tout A G aM,c on definit 



si 3aoJ 



(10) 



rp,\p{-Kx) :-- 



rc((// + A,a^)) 
^^"mod"^§5}rc((/^ + A,aV) + l) 



G((/i + A,a^)), si 3ao, 



rc((;U + A,a^)) 



n 



smon, 



oil les representants a des {id, cxj-orbites dans 'Ep{G,T) sont choisis comme precedemment. 
C'est meromorphe en A, on definit ainsi les operateurs Rpnp{7rx) := rpnp{7r\)~^Jpnp{7:x) qui 
sont meromorphes en A. 

Theoreme 3.2.1. Les facteur s rpi,p[TT\) font partie d'une famille de facteur s normalisants 
dont la construction est canonique. 



Demonstration. On utilise toujours la Proposition 13.1.41 On note T,ciG,T) := Ilp(G,T) \ {oq} 
si 3ao. C'est une consequence de la formule explicite de la fonction n [211 §36] (voir le recit dans 
[3 Proposition 3.1 + Lemma A.l]), qui est aussi valable pour revetements, que 



r^,2 



//(vr) 



7p/|pap/|p(2vr)- 



- dim Up W(x) I 



naeSc(G,T)(^'"^>l' si3Qo, 



[7i.|pa^,|p(2vr)-^-^-|n„6Sp(G,T)(/^>«''>l> 



smon, 



ou /^o(x) 6st I'expression 

7r(/i,ao 



sinh 



7r(/i,a^) 



cosh 



^^^^^V^(-1)<-'"°>(X(7) + X(7)-^) 
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Avec le choix de mesures dans [T, §3], on a >/p/|p(vr)* Jp,|p(7r) = 7p,|pap,|p/i(7r)^ et pour 
demontrer (Rl) il faut montrer I'egalite Jp,|p(7r)* Jp,|p(7r) = |?'p/|p(vr)p ; le cas general ou vr 
est remplace par vta (A G a^f c) ^^ decoulera par prolongation meromorphe. 

Supposons d'abord que 3ao- Remarquons que 



i(-l)<''--o^)(x(7)+x(7)-') 



cos 



irk 



m 



Notons V := (/i, Og) G iM, on a 



MxY 



, _ cosh(f^) - COS (^) _ cos(7r^) - cos (^) 



7TO 



■sinh(^) ^smh(^) 

2^^n(vr(| + ^))sin(vr(-| + ^)) 



D'une part, les formules T{z) = T{z) et |r(iy)| = sinh(7rt;^ pour y G R entrainent que le 
denominateur est egal a (r(f)r(— w))^ vr^. D'autre part, il resulte de la formule de reflexion 



T{l-z)T{z) 



sin(7r2) 



que le numerateur est egal a 



r(!! + A)r(i 

2 2m 



— + - r 

2m 2 



-- + — ini 

2 2m 



k V 
2m ~ 2 



Done no{x) ^ = g{v)g{-v) ou 



V2T{z 



r(i + 2li)r(f + i-4) 



2tt\ 



[V2^)-^ ■ 2' ■ 



r(i)r(i + |) 



r(f + 2li)r(f + i-2l,) 



ou la deuxieme egalite resulte de la formule de multiplication T{z) = (y^)~^2^~2r(|)r(| + i). 
On voit que G{v)G{—v) = 2TT'^g{v)g{—v). 

Montrons (Rl). Si Bqq, la formule \Tc{iy)Tc{l + iy)~^\'^ = (27r)^|y|~^ pour y G M et le 
raisonnement ci-dessus entrainent que 

= n (2^)K^' «)!"'• 5((m> «o ))5(-(/i, «^)) • 27r2 

aeSc(G,T) 

aeScCG.T) 
2 2 ^ \-l 

= -ip,\pap,\p fi[TT) . 



IT 



a) 



^^o{x) 



Si ^ao) les memes manipulations des fonctions Fc donnent 

|rp,|p(7r)|2 = (27rf -^- [] |(//,a^)r' = 7|>'1p4'|p /^W"'- 

aGSp{G,r) 
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Montrons (R2). Comme T{z) = T{z), il en resulte que rp,,p{Trx) = rp,p,{Tr_^), ce qui sufHt 
pour conclure. 

Si i(; G W^{M) est Telement non trivial, alors il envoie P a P', A a —A et ^ a — ^, d'oii 
'^wP'lwpi'^'^wx) = rp,^p{TTx). Cela entraine (R3). 

Les conditions (R6) et (R8) resultent des arguments dans [71 §3], car Arthur n'utilise que 
la formule du determinant de L. Colin [381 10.4.4] et la propriete que rpnp{'irx) est de la forme 

nili r(cA - aj) 
11^=1 r(cA - bi) 

a une constante multiplicative pres. La condition (R7) resulte d'une propriete bien connue des 
fonctions T car on a suppose A; > dans le cas 3ao. D 

Lorsque p : G — )• G{M.) provient d'une K2-extension de Brylinski-Deligne [191 §10], on a 
forcement tti = 1 ou 2 et les facteurs normalisants sont etroitement lies a ceux d'Arthur. Cela 
est contenu dans les remarques suivantes. 

Remarque 3.2.2. Supposons que Bqq et 2^ G {0, ^}. Alors on a 







2 \^\ u 1 Av /; ; 


ou TVo : 1 SI 2^, 


= et A^o : 


:= si 2!^ = i. On pose 

rM(z) := vr-ir (1) 


et on verifie que 




T^{z + No) 



^ ' V^{z + Ao + 1) • 

On a toujours 2^ G {0, ^} lorsque m = 1. En comparant la definition des facteurs norma- 
lisants et I'interpretation de la constante Aq dans [7, Appendix], il en resulte que nos facteurs 
normalisants sont exactement ceux d'Arthur dans le cas archimedien. 

Remarque 3.2.3. Supposons que 3ao et 2^ E {|, |}. On deduit de la formule de duplication 
pour les fonctions F que 



r(f + i)r(f + f) rM(2z + i)- 

D'ou 

rc((/i + A,aV)) rM((^ + A,2a^)) 



r 






P'IPV a; 11 rc((^ + A,aV) + i) rK((/i + A, 2aV) + 1) ' 

Au facteur v2 pres, c'est le facteur normalisant d'Arthur pour les groupes reductifs connexes 
sauf que Qq est remplace par 2a^ . Cela reflete un phenomene de "renversement du diagramme 
de Dynkin" qui se passe pour certains revetements a deux feuillets. Cf. f^. 
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3.3 Le cas non archimedien 

Supposons F local non archimedien de corps residual Fg. Le resultat suivant ainsi que sa 
demonstration sont dus a [211 Lecture 15], a quelques corrections pres. 

Theoreme 3.3.1. // existe une famille de facteurs normalisants pour G. 

Demonstration. On pent supposer que M est un Levi propre maximal de G, P, P' E V{M) 
tels que P' = P et tt £ 112 (M) grace a la Proposition 13.1.41 Vu la Remarque 12.4.41 il suffit de 
considerer les representations vr (5D x oil x provient de (a^/c)* via I'application 

al,,c ^ XiM). 

De telles x forment une sous-tore complexe X' de X{M). On note a I'unique element de Ap, 
et a I'element dans Q>o • a^ defini dans ([8]). L'application (a^c)* ~^ ^^ definie par A i— t- z = 
g~' '"' permet d'identifier X' a C^. On ecrit Paction par X' par tt \-^ it ^ z. On definit ainsi 
lip{'K, z) G C{z) telle que fJ-pin, z) := /i(7r z). 
Soil P{z) G C(z), on adopte la convention 



P{z)* :=P(z-i) eC{z). 

On construira Vp{tt,z) £ C(z) telle que 

- Vp{7T, z) n'a ni zeros ni poles dans la region < |z| < 1 ; 

- ^lp{'K,z) = Vp{'K,z)Vp{'K,z)* ; 

- Vp{-K, z) est determine par -k ® z. 

Si ces conditions sont satisfaites, on pose rpnp{TT\) := Vp{Tr,q~^^''^'). 

Fixons IT G Il2{M) et construisons Vp(7r, z). On sait que fJ-p{iT, z) = /Up(7r, z)* et ^p('/r, z) > 
si \z\ = 1. D'oii 

- la distribution des zeros (resp. poles) dans CU{oo} est symetrique par rapport a I'inversion 
z I—)- z~^ ; 

- les zeros (resp. poles) dans le cercle |z| = 1 ont multiplicites paires. 

Notons aj~ , . . . , a~^ (resp. /3j~ , . . . , f3~^) les zeros (resp. poles) de /i(7r, z) avec multiplicites, 
tels que |ai| < 1 (resp. \(3i\ < 1) pour tout i. Montrons qu'il existe un unique b G M>o tel que 



^,p{^,z)=b'll^- 



i=l 



(1 - aiz){z- aj) 



Si Ton pose P{z; t) := z ^(l — tz) pour t G C, alors P{z; t)* = z — t. On note Q{z) le produit 
n[=i(" ■ ■ ) dans I'expression precedente, il s'ecrit comme 



Q{z) := n 



P(z;a,)P(z;a,)* 
\P{z;(3i)P{z;f],y 

On a Q{z) = Q{z)* , d'oii ovdz=Q{Q{z)) = o]:dLz=oo{Q{z))- Idem pour ij,p{tt,z). D'autre part 
oicdz=t{Q{z)) = ordz=t(/Up(7r,2;)) pour tout t G C avec < |t| < oo par construction. La formule 
de produit sur Pj, entraine qu'il existe a G C^ tel que aQ{z) = /ip(vr, z). En I'evaluant en zq tel 
que l^ol = 1 et fJ.p{iT, zq) > 0, on voit que a G M>o. On prend done b := -y/a. 

Posons 
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II en resulte immediatement que /Up(7r, z) = Vp(7r, z)Vp{tt, z)* . Par construction Vp{'ir, z) n'a ni 
zeros ni poles dans la region < |2:| < 1. Si Ton remplace vr par tt^zq ou \zo\ = 1, alors fJ-p{iT, z) 
est remplace par fip^-K (^ zo,z) = fj.p{TT,zoz) et Oj (resp. /3j) est remplace par ZQOi (resp. zoft) 
pour tout i. Soit t G C, on a defini P{z;t) £ C(t) et on a 

Piz;zot)P{z;z,tr = (^ " ^0^^)(^ " ^) = (l - t{zoz)){zoz - izpz,) 

Z ZqZ 

1 - t{zoz) 



ZqZ 



{zoz-t} = P{zoz;t)P{zoz;t)*. 



Attention : ici P{zQz;t)* signifie I'element dans C(t) obtenu en remplagant z par zqz dans 
P{z; t)* . On conclut en prenant t = Oj, /3j (i = 1, . . . , r) que Vp{tt -ZO) z) = Vp{tt, zqz), done 
Vp{tt, z) est determine par -k ® z. 

Verifions les conditions dans la Definition 13.1.11 (Rl) et (R7) sont deja verifiees. (R3) 
resulte du transport de structure car notre construction est canonique. 

Montrons (R2). Puisque P' = P, on a fj,pi{'ir,z) = /ip(7r,z~^), d'ou 

2-fj (1 - aiz-^)iz-^ -Oj) ^2-rr jz - ai){l - ajz) 
On en deduit que Vp'{tt,z) = 6n[=i(l ~ «i-z)(l — /^iz)~^. Soit A S aX/c "-"^ ^ 



1=1 






D'ou rp|p,(7rA) = rp,|p(7r_x). D 

3.4 Le cas non ramifie 

On considere maintenant le cas F local non archimedien, K un sous-groupe hyperspecial de 
G{F) en bonne position relativement a Mq, et p : G — )■ G{F) un revetement non ramifie au sens 
de [211 §3.1]. On fixe une section s : i^ — ;■ G de p, par laquelle on identifie i^ a un sous-groupe de 
G. Pour tout Levi M £ C{Mq), les donnees K^^ := K n M{F) et s\km : K^^ -^ M definissent 
encore un revetement non ramifie. 

Une representation admissible irreductible (vr, V) de G est dite non ramifiee si V ^ {0} ; 
dans ce cas-la on a dimT/^ = 1 d'apres |3H Corollaire 3.2.6]. 

Theoreme 3.4.1. // existe une famille de facteurs normalisants faibles 
4|p(vr), M G £(Mo), L G £(M), P, P' G P^(M), 

ou (vr, y) G n(M) esi non ramifiee, tels que si v £ Zp{-K)^ , alors la restriction de R^i,p{TT\)v 
a K ne depend pas de A. 

Avant d'entamer la preuve, rappelons brievement la theorie des series principales non ra- 
mifiees specifiques. Soit (tt, V) G n_(M) non ramifiee. II resulte de I'isomorphisme de Satake [3l] 
Proposition 3.2.5] que tt est une sous-representation de Indp (x), ou x est une representation 
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irreductible specifique non ramifiee de Mq. Attention : Mq n'est pas coniniutatif en general 
et X n'est pas forcenient dans X{Mq). Neanmoins il admet une description simple : notons 
H := Zj^{K D Mq{F)) (voir [3T, Definition 3.1.1]), c'est un sous-groupe commutatif maximal 
de Mo- Alors x 6st de la forme 

X = Indf"(xo) 

oil xo est un caractere specifique de H, trivial sur KCiH ; sa restriction a Z{Mq) est uniquement 
determinee par x- Cela resulte d'une variante du theoreme de Stone- von Neumann, cf. [39l §3]. 
Done vr se realise comme une sous-representation de Ind^ (xo); ce que nous appelons une serie 
principale non ramifiee specifique. 

Demonstration du Theoreme \3.4-l\ La restriction de vr au sous-groupe central pm est un ca- 
ractere cJtt- Quitte a pousser I'extension 1 — ;■ oj^, — ;■ G — ;■ G{F) — )• 1 en avant par u.,^, on 
pent supposer vr specifique. D'apres ce qui precede, on realise vr comme une sous-representation 
irreductible de Ind^v (xo)- Vu la transitivite de I'induction parabolique normalisee, on se ramene 
au cas M = Mq, vr = Ind -"(xo)- C'est aussi loisible de supposer que L = G. 

L'espace sous-jacent de Ip^nx) s'identifie a un espace de fonctions sur K muni d'un produit 
hermitien invariant, note (|). Get espace ne depend pas de A; son sous-espace de i^-invariants 
est aussi independant de A et est de dimension 1. 

Pour tout P E V{M), prendre vp S Xp(7r)^ la fonction telle que up(l) = 1. On definit 
rpip,{n\) de sorte que 

(11) Rp,^p{TTx)vp = Vpi 

pour tons P,P' G V{M) et presque tout A. Le fait que Jpnp{iTx) est rationnel en les variables 
{g-(-^.a^> : Q, g Ap} entraine que rp,|p(vr;^) Test aussi. D'autre part pT]) entraine que Rp,,p{Trx)vp 
est independant de A. On verifie (Rl), (R3) et (R6) sans difficulte. 

Verifions (R2). Les induites Xp(vr;^) et Zp,{-Kx) sont irreductibles si A est en position generale 
(voir les remarques apres la Proposition 12.4.2]) . done il existe ca € C^ tel que Rpnp{7rx)* = 
cxRpip,{TT_x)- D'autre part, on a 

{Rp,\p{Trx)vp\vp') = {vp'\vp'), 
ivp\Rp^p,{Tr_{)vp') = ivp\vp). 

Or {vp'\vp') = {vp\vp), d'ou ca = 1 et Rp,^p{TTx)* = Rp^p,{TT_^). 

Les proprietes (R4), (R5) decoulent des proprietes paralleles des operateurs Jpnp{7r) et de 
notre definition de rp,|p(vr). D 

Remarque 3.4.2. II sera plus raisonnable d'etablir une formule a la Gindikin-Karpelevic pour 
les series principales non ramifiees specifiques, puis en deduire une formule explicite de rp,|p(7r). 
On en obtiendra (R7). En fait, de nombreux cas ont ete etablis par McNamara [32) . y compris 
les revetements des groupes deployes simplement connexes construits par Matsumoto. Nous ne 
poursuivons pas cette approche ici. 

4 Integrales orbitales et caracteres 

Dans cette section, on etudiera des distributions invariantes sur un revetement p : G — )• 
G{F), oil F est un corps local de caracteristique nuUe. Lorsque F est archimedien, les resultats 
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que nous cherchons sont deja etablis par Bouaziz |17tll8|. Par consequent, on se liniitera au cas 
F non archimedien. 

Soit M un F-groupe reductif. Une distribution sur m{F) signifie une fonctionnelle lineaire 
sur C7~(m(F)). Pour / G C7~(m(F)) et x G M(F), on ecrira f : X ^ f{xXx-^). Le groupe 
M{F) opere sur les distributions par {^Q,f) = (0,/^). 

Le support d'une distribution 6 a encore un sens et sera note Supp0. Les memes notions 
s'appliquent aux distributions sur G. On definit les distributions specifiques ou anti-specifiques 
comme dans l3T]. 



4.1 Theorie sur I'algebre de Lie 

On se donne 

- F un corps local non archimedien, 

- G un F-groupe reductif, sa composante neutre est note G°. 

- u : G{F) — )• C^ un caractere unitaire continu, trivial sur Zg°{F). 

Notre hypothese sur u est justifiee car les resultats de cette sous-section deviendront triviaux 
si u n'est pas trivial sur Zg°{F). La composante neutre de Zg°, notee Z^o, est un F-tore. 

Munissons G{F) d'une mesure de Haar. On utilise les notions definies dans [3H §5]. On note 
vr : Gsc -^ G le revetement simplement connexe de G^^j, et i : Zqo — )• G 1' inclusion. Alors on a 
un module croise 

G :^ Ggc X '^G° ^~^ ^ • 

L'action de G sur Gsc 6st la conjugaison et son action sur Zqo est triviale. On note 

H := Coker (G'(F) ^ G(F)). 

C'est un groupe fini. 

Un fait important a se rappeler est que cj o (vr, /,) = 1. Un element X G 5(F) est dit 
cj-bon sous GiF') si a; est trivial sur Zg{X){F\ On definit ainsi les classes de conjugaison 
cj-bonnes sous G{F) ; I'ensemble de telles classes est note r(3(F))'^. On introduit le C^-torseur 
r(g(F))'^ — )• r(g(F))'^ ; les elements dans r(0(F))'^ sont les cj-bonnes classes de conjugaison 
par G{F) munies d'une mesure complexe non triviale \i telle que (/^, /^) = a;(y)(/i, /) pour 
tout /. On definit rreg(g(F))'^, T,^^{^{F)Y (resp. rnii(g(F))'^, rnii(g(F))'^) en se limitant aux 
classes semi-simples regulieres (resp. nilpotentes). Ces definitions generalisent celles de |3l] pour 
les groupes connexes. 

Dans ce qui suit, on s'interessera aux distributions Q sur g(F) avec ^B = u{y)9 pour tout 
G{F). On definit des espaces vectoriels en dualite 

X(g(F))^ := Gr (g(F))/ (/^ - u:{y)f : / G G-(g(F)), y G G{F)) , 
J{Q{F)y := {9 : distribution sur g{F), Vy G G{F),ye = u{y)e}. 

Si a; = 1, on y omet le symbole u ; dans ce cas-la ce sont I'espace de Hecke invariant et I'espace 
de distributions invariantes, respectivement. 

Les applications / i— )■ /^ ■, y ^ G{F) induisent une action de S sur X(g'(F)). Son action 
contragrediente sur J{q'{F)) se deduit de i— )• '^6. Posons n(H) I'ensemble de representations 
irreductibles de H, on obtient done les decompositions 

Aq'{f)) = A2'{F))^. 

5en{=) 

J{q'{F))= J(g'(F))«, 
€Gn(H) 
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oil (• • • )^ designe la composante .^-isotypique et nous adoptons la convention (•••)? = ("■■) • 
Notons pre, pr^ les projections ^-isotypiques correspondantes. Vu notre hypothese, cj induit un 
caractere de H, note encore u. Les espaces X(g'(F))tj et J'{q'{F))'^ sont en dualite. 
Notons que = 0' comme F-algebres de Lie. Le resultat suivant est evident. 



Lemme 4.1.1. On a 



X(0(F))^=X(0'(F)) 
J{QiF)r = JiQ'iF)) 






Pour tout X G f(0(F))'^, on pent definir les integrales orbitales normalisees jQ{X,f), qui 
n'est que {X, f) car X est regardee comme une mesure complexe. Soit X £ 8{F) qui est cj-bon, 
le symbole X designera toujours un element X £ T{g{F))'^ tel que la classe de conjugaison 
sous-jacente de X contient X. Notons Gx '■= Zg°{X)°. Si une mesure de Haar sur Gx{F) est 
choisie, on pent choisir X de sorte que 

(12) J^{XJ) = \D''{X)\\ j u[x)f{x-^Xx)dx 

Gx{F)\G{F) 

Oil D^{X) := det(ad {X)\Q/gx) est le discriminant de Weyl sur I'algebre de Lie, qui ne depend 
que de G°. Cf. [13 1.21]. 

Lemme 4.1.2. Soit X £ q{F). 

1. X est u-bon si et seulement si pour tout (ou ce qui revient au mime, pour un) X' G 
T{g'{F)) a support contenu dans la G{F)-orbite de X, on a 'pi^X' ^ 0. 

2. Supposons que X est u-bon. Soit X G r(0(F))'^ a support dans la G{F)-orbite contenant 
X, alors il existe un unique element X' G T{q'{F)) tel que 

- \)x^ X' correspond d X sous I'isomorphisme du Lemme \4-1-1 ; 

- X appartient a la G'{F)-orbite sous-jacente de X' . 

De plus, tout X' G T{q'{F)) avec pr'^X' 7^ est obtenu de cette maniere. 

Remarque 4.1.3. C'est plus commode de noter X' par X. Alors ledit lemme signifie que 

J^{X,f) = JG'{X,pT^f), f£l{Q{F)). 

Dorenavant, on adopte cette convention. 

Le resultat precedent permet de generaliser des resultats dans le cas cj = 1 au cas general. 
Donnons des exemples importants. 

Theoreme 4.1.4 (Germes de Shalika avec caractere). Soit T C G un F-tore maximal tel que 
^\t{f) = 1- Posons treg := t fl 0reg et choisissons une mesure de Haar sur T{F), qui permet 
definir par ()12p les integrales orbitales Jq{H, •) pour tout H G treg(-F'). 

Alors il existe des fonctions Tu : i{F) -^ C ou ii £ rnil(0(^))'^) telles que 

1- ^zu = z~^ru pour tout z £ C^ ; 

2. Tuit^H) = \t\-'^'"^'^/'^-Tu{H) pour tout t £ F'^ ; 

3. T^{H + Z)=Tu{H) siZ£i{F); 

4- Tu est localement constante sur lreg(-^) et localement bornee sur t(F) ; 
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5. pour tout f G C^{q{F)), il existe U un voisinage ouvert de dans i(-F) tel que pour tout 
H G treg(i^) r\U on a 

«6rnii(g(i^))" 

oil le produit dans la somme ne depend pas du choix de ii. 

Proposition 4.1.5. Soit f G X(0(F))t^. Supposons que Jq{X, f) = pour tout X € freg(0(-^))'^; 
alors / = 0. Autrement dit, les integrates orhitales Jq{X, •) sont faiblement denses dans J{q{F))'^ . 

Demonstration. Vu le Lemme r4.1.H on peut regarder / comme un element de X(g'(F))(j . D'apres 
la densite des integrales orbitales regulieres |25l Lemma 4.1] appliquee a G', il suffit de montrer 
que Jg'{X\ /) = pour tout X' £ TregiQ'iF)) avec pr'^X' / 0. D'apres le LemmeHX^l de tels 
X' correspondent aux elements de rreg(0(-^))'^- On conclut en appliquant I'hypothese. D 

L'etape suivante est de generaliser [25\ Part II]. On fixe un sous-groupe compact maximal 
special K de G{F) en bonne position relativement a un Levi minimal Mq. On aura besoin de 
la transformee de Fourier sur q{F). Pour ce faire, il convient de fixer 

- un caractere additif unitaire non trivial ip : F ^ C^ , 

- une forme bilineaire non degeneree B sur g(-F) qui est invariante par G{F). 
Montrons I'existence de B, qui n'est pas triviale car G peut etre non connexe. On pose 

H := G{F)/G°{F), Z := Zqo- Vu la decomposition = 3® 0der) s'il existe une forme bilineaire 
non degeneree Bz sur i{F) qui est invariante par H, alors on peut prendre B = Bz + -Bder ori 
-Bdcr est la forme de Killing de 0der- L 'existence de Bz est garantie par le resultat suivant. 

Proposition 4.1.6. Soient F un corps de caracteristique nulle, H un groupe fini, Z un F-tore 
muni d'une action H — t- Auti7_torc(-^); alors il existe une forme bilineaire non degeneree Bz 
sur l{F) qui est invariante par H . 

Demonstration. La variete des formes bilineaires non degenerees i:f-invariantes sur 3 est un 
ouvert de Zariski d'un espace affine. Done I'ensemble de ses -F-points est dense pour la topologie 
de Zariski. Pour montrer que cette variete admet un F-point, il suffit de montrer qu'elle est 
non vide en tant qu'une variete algebrique, done c'est loisible de remplacer F par une extension 
quelconque. On se ramene ainsi au cas Z deploye. 

Supposons Z deploye. Puisque les tores deployes ainsi que les homomorphismes entres eux 
sont definis sur Z, on se ramene au cas F = Q. L'argument precedent nous ramene encore au 
cas F = M. C'est bien connu qu'il existe une forme definie positive iJ-invariante sur 3(M). Cela 
permet de conclure. D 

La transformee de Fourier est definie par 

/ ^ /(•) = J f{X)i,{B{X, •)) dX, / G C~(0(F)), 

ou q{F) est muni de la mesure autoduale par rapport a ip o B. La transformee de Fourier d'une 
distribution 6 est notee 9, definie par {9, f) = {9, f) pour tout / G G^{g{F)). 

On considerera les OiT'-reseaux "bien adaptes" a {Mq,K). Au lieu de donner la definition 
precise dans |25l Definition 10.6], il suffit de donner une construction directe : on prend un 
sommet special x correspondant a K dans I'immeuble de Bruhat-Tits, alors les reseaux de 
Moy-Prasad Q{F)x,r sont adaptes a {Mq,K) pour tout r > 0. Cf. [2]. 
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Pour Q un sous-ensemble ouvert compact de q{F), on pose 

J{n):=h€j{Q{F)):Supp9c \J xQx'^ 

{ x€G{F) 

j{nr ■.= j{g{F)rnj{n). 

On pose aussi 

j^ :=\Jj{nr = j{Q{F)r njo. 

Definissons une norme | • | sur q{F) comme dans [^5, §2]. Solent t > 0, L un reseau blen 
adapte a {M(),K), et V un volslnage de Snii(-^) dans Q{Fy''^^. Definissons 

J{V, t, ir := {0 G J{Q{F)r : VX G g(F), \X\ > t et {6, 1x+l) ^O^XgF-V} 

ou Ix+L designe la fonction caracteiistlque de X + L. On verlfie que J^{V, t, L)^ C JiV, t' , L)^ 
si t' > t. On pose 

J{V,^,Lr:=\Jj{V,t,Lr. 
t>0 

Solent L' C q{F) un Oi?-reseau quelconque et ^ G J'{Q)'^, on note jl'O la restriction de 6 
a I'espace Cc{q{F)/L'). Le resultat sulvant Interviendra dans la demonstration du Theoreme 

Proposition 4.1.7. Soient L un Op-reseau Men adapte a {Mq,K) et V un voisinage de 
0m/(-^) dans Q{Fy''^^ . Quitte a retrecir V, il existe un op-reseau L' D L tel que 

jL'j{v,'x,Lr cjL'X- 

Demonstration. On cholslt S C G{F) un ensemble de representants de H tel que 1 G H. On 
pose 

Solt 9 G J(F,t,L)'^. D'apres |25l Corollary 11.4], 11 existe 6*0 G Jq{Q) tel que 

V(/p G c,(0(F)/L), {e,^) = {eo,^). 

On a CMF)/L') C Cc{q{F)/L). De plus, si (/. G C7,(0(F)/L') alors / G CMF)li~^L') C 
Cc{q{F)/L) pour tout ^ G H. Pour tout ip G Cc{q{F)/L'), on a done 

Autrement dlt jiiO = JL'(pr'^0o)- Pulsque H est flnl, on verlfie que pr'^^o G i7o^- Cela acheve 
la preuve. D 
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Le resultat suivant ne sera pas utilise dans cet article, toutefois on en donne I'enonce a cause 
de son importance. 

Theoreme 4.1.8. Soient Q C q{F) compact, L C q{F) un reseau bien adapte a (K, Mq). Alors 
JL'Ji^)'^ Gst de dimension finie. 

Soit D C q{F). On dit que D est un G-domaine si D est ouvert, ferme et G(-F)-invariant. 
Pour X G q{F) semi-simple, on note 0{X) I'ensemble des G(-F)-orbites dans q{F) dont I'adherence 
contient X. C'est un ensemble fini. 

Theoreme 4.1.9. Soient Q un ouvert compact dans q{F) et 9 £ JiVt)'^ , alors 6 est representee 
par une fonction localement integrahle g sur q{F) telle que 

- g est localement constante sur Qreg{F) ; 

- \D \^g est localement bornee sur q{F). 

Theoreme 4.1.10. Soient il un ouvert compact dans q{F). Alors il existe un G-domaine D 
contenant tel que pour tout 6 G J'{Q)'^ , il existe des coefficients Cu{6), ou u £ Tnii{Q{F))'^ , 
tels que 

~ Czii = z~^Cu pour tout z G C^ ; 

- posons flu '■= Jci^i ')' o,^ors 

0\d = ^ Cu{e)'JML\D- 

«er„ii(g(F))" 
Pour tout voisinage V de dans q{F). Les distributions Jj^ sont lineairement independants 

sur V n Qreg{F) . 



Demonstration des Theoremes \4-l-3[ \4-l-9 et \4-l.lO . Vu les Lemmes H.l.ll et l¥.1.2l on se ramene 



aux assertions concernant J{q'{F))'^ , qui decoulent immediatement du cas etabli par Harish- 
Chandra [25]. Remarquons aussi que le passage de G{F) a G'{F) n'afFecte pas les notions de la 
transformee de Fourier, des reseaux bien-adapte et des G-domaines. D 

4.2 Theorie sur le groupe : descente semi-simple 

Revenons a la theorie sur le groupe. Considerons un revetement local 

1 ^ |j^ ^ G 4 G{F) ^ 1 

oil G est un F-groupe reductif connexe. On normalise les mesures comme dans ^ On fixe 

- a G G{F) semi-simple, G" := Zg{(t), G„ := Zcipf ; 

- ^Gp^H^); 

- G, :=p-l(G,(F)). 

On obtient ainsi le caractere continu [-,0"] : G'^{F) — ;• jj^ defini par 



avec y G p ^(y) quelconque. On a 

ay 


= b,o-] ^W. 


Posons 




G"{Ff 


= Ker[-,a], 


G^FT 


= Ker[-,(T]|(;^(^) 


g; 


= p-i(G.(Fr). 


On choisit les objets suivants 
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- V'' C Qcr{F) de la forme 0cr(-^)r := [JxQcri^)x,r avec r » [7, §3.1], de tels ouverts ne 
dependent que de r et forment une base locale en pour la topologie definie par les ouverts 
G'^(-F)-invariants ; 

- W^ := exp(V ) C Ga , on peut prendre r » de telle sorte que I'exponentielle definit un 
homeomorphisme de V sur W , et que W est ouvert et invariant par G'^(F). 

On peut aussi supposer que 

n^ := J sW^ 

est une reunion disjointe. 
On definit ainsi 



{gh, i) ~ (<7, [h, a]hih-^), yh G G-{F) ' 

Notons $ : G{F) x G —?■ G I'application {g,i) H> gaig~^. Faisons operer G{F) sur G{F) x G 
(translation a gauche sur la composante G{F)) et sur G (Faction adjointe), alors $ est G{F)- 
equivariant. Le fait suivant est du, pour I'essentiel, a Harish-Chandra. 

Proposition 4.2.1. L'application $ est submersive. Quitte a retrecirV , elle induit un homeomorphisme 
G{F)-equivariant 

!> : G{F) x'^iv^^ W 

ou W := ^{G{F) X W ). // existe une application "integrer le long des fibres" 

$, : G^{G{F) X n^) ^ C^{W) 

caracterisee par I'egalite 

I <l,{g,i)F{^{g,i))dgdi= j{^.<t>){x)F{x)dx, VF G C7°°(W). 

qui est une application surjective G{F)-equivariante. 

On notera $* le dual de ^^ au niveau des distributions. Observons que tons les espaces en 
vue sont munis d'actions evidentes de pm, et toutes ces applications sont [Pm-equivariantes. On 
note 1 la distribution (j) i— )■ fQ(p^ </>((?) d^f sur G{F). 

Proposition 4.2.2. Soit Q une distribution invariante specifique sur W. Alors il existe une 
unique distribution specifique Q surW , caracterisee par 

(9, CD,/) = (1 ^e^/), / e C^..{GiF) X W'). 

Soity G G^iF), alors 

Demonstration. L'image par $* de G est une distribution specifique G(F)-invariante sur G{F) x 
W , done est de la forme 1 (5D . La formule pour (0, $*/) en decoule. La deuxieme assertion 
decoule de la premiere, du fait que est G(-F)-invariant et de la Proposition 14.2.11 D 

CoroUaire 4.2.3. Notons desormais 9 := exp*(0 |yyb), alors 6 est une distribution surV telle 
que yQ = [y,o-]d pour tout y G G"{F). De plus, 9 determine . 
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Remarque 4.2.4. Propreinent dit, ce principe de descente semi-simple n'est pas celui de 
Harish-Chandra, car on n'utilise que des ouverts stables par jj^ et le caractere [-,(7] inter- 
vient. Pour obtenir une version purement "analytique" , il suffit de considerer 6 comme une 
distribution G°^(F)*-invariante sur V . 

Appliquons la theorie de ^4.11 au groupe C^ et le caractere [-jCr]. Utilisons les conventions de 
[3H §6.3] pour les integrales orbitales sur G. Le resultat suivant est immediat selon la definition 
de $ et la Proposition 14.2.11 

Lemme 4.2.5. Un element 7 = aexpX avec X G V est bon si et seulement si X est [■,a]-bon 
sous G^{F). Soient 7 G r(G') et := Jq{'^,-), alors il existe un unique X G T{Qa-{F)y''^' tel 
que 

Inversement, toute distribution 9 de cette forme se remonte en une integrale orbitale anti- 
specifique sur G. 

A I'instar du cas de I'algebre de Lie, definissons 

1{G) := G^{G)/ (fy-f:fG Cr (G), y G G(F) 



et posons J{G) son dual. Notons X--{G) la partie anti-specifique de I{G), son dual est note 
par J-{G), qui n'est que I'espace des distributions invariantes specifiques. Le resultat suivant 
est parallele a la Proposition 14.1.51 Dualement a I'application 1— >• ^, on a une application 
X{V^)VM -^ X-(W), notee f ^ /, satisfaisant a 

(0,/) = (0,/). 

De plus, f ^-^ f est surjective d'apres la Proposition 14.2.11 

Proposition 4.2.6. Soit f G X--{G) tel que pour tout 7 G r(G) avec 7 fortement regulier, on 
aJ^{^,f) = 0. Alors f = 0. 

Demonstration. On peut prendre /^ G T(V^)['''l tel que /^ ^ f. Soit X G tregidaiF))^''"^- Si 
X ^ V alors J^'^ (X,/ ) = 0. Supposons done X G V^ alors le Lemme [4.2.51 affirme que 

Jq^ {X, f ) remonte en I'integrale orbitale de / le long de la classe de conjugaison de aex.pX. 
Puisque V est suppose suffisamment petit, la classe de aexpX est fortement reguliere. D'ou 
/j^\x,f) = pour tout X G f reg(ga(F))[-'"l. 

Maintenant c'est une consequence de la Proposition 14.1.5) que / = 0, d'oii / = 0. D 

4.3 Distributions admissibles invariantes specifiques 

Soit H est groupe compact, on note Il{H) I'ensemble de classes d 'equivalences de representations 
irreductibles de i?. Si d G 11(H), on note ^d £ C°°{H) son caractere. La representation triviale 
de H est notee 1h- 

Nous reprendrons les arguments de [221 Part III]. 

Definition 4.3.1. Soit Q une distribution sur un ouvert W de G. Soit Kq un sous-groupe 
ouvert compact de G. On dit que 6 est (G, i^o)-admissible en 7 G G si 
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- pour tout sous-groupe ouvert Ki C Kq et d G Ki, on a 

e * ^d = 

ou * designe la convolution, sauf s'il existe x £ G{F) tel que les restrictions a xKqx'^HKi 

de IxKqx-^ 6t de d s'entrelacent. 
On dit que est admissible en 7 s'il existe Kq tel que est (G, Koj-admissible en 7. Si est 
admissible partout, on dit qu'elle est admissible. 

Cette definition s'applique a tout groupe localement profini. Notre but est le resultat suivant. 

Theoreme 4.3.2. Soit © une distribution invariante specifique de G. Soient a G G{F), a S 
P^^((t). Si Q est admissible en a, alors Q est representee par une fonction localement integrable 
au voisinage de a, qui est localement constante sur Greg- La fonction \D'~'\^Q est localement 
bornee. 

De plus, il existe des coefficients uniques Cu, ou ii £ r(go-(-F))[''°"l, tels que 

- Czu = z~^Cu pour tout z G C^, 

- pour X £ Qa{F) suffisamment voisin de 0, avec des conventions de §^.i| on a 

@{aexpX)= ^ CuJlZiX). 

«er{0^(F))K-l 

Enregistrons d'abord une consequence qui justifiera toute operation de caracteres dans les 
sections suivantes. 

CoroUaire 4.3.3. Soit (vr, V) une representation admissible irreductible de G et notons 0,^ son 
caractere. Alors 0,^ verifie les assertions du Theoreme \4- 3. 2 en tout a € G semi-simple. 



Demonstration. Prenons Kq C G un sous-groupe ouvert compact tel que V '^ 7^ {0}. Le corol- 
laire resulte du fait que 0,r est (G, /fo)-admissible partout ; voir [20]. D 

Fixons 0, (T et CT comme dans I'enonce. Indiquons tres grossierement I'approche de j25j . 

Etape 1 Ces assertions etant locales et G(-F)-invariantes, on effectue la descente semi-simple 
avec un voisinage G'^(F)-invariant V C 0o-(-F) et W = [iJmexp(V ), tons suffisamment petits, 
comme dans la Proposition 14.2.21 On obtient ainsi la distribution descendue 9 G J^{Vy'''^'. 
D'apres la remarque I4.2.4| cette etape est de nature analytique si Ton se limite a Taction de 
G'^(F)^, done est identique a celle de ^ §18]. 

Etape 2 Soient Kq, Ki et d comme dans la Definition 14.3.11 Afin d'exploiter la condition sur 
I'entrelacement de IxKox-^ et d, on utilise la theorie d'orbites co-adjointes de Howe. Precisons. 

On prend un s-reseau L C q{F) (cf. [251 §17]), i.e. un reseau suffisamment petit, de sorte 
que K := expL est ouvert et compact de G, et il est muni de la structure de groupe a I'aide 
de la formule de Baker-Campbell-HausdorfF; on suppose de plus que ^L les verifie aussi, et on 
pose K^'"^ := exp(|L), c'est distingue dans K. 

Notons Ii.{K) I'ensemble de classes d'equivalence de representations irreductibles de K et 
n^"(i^) I'ensemble de iiT^/'^-orbites dans Ii{K). Notons L* le dual de L par rapport k tp o B. 

La theorie de Howe fournit une bijection 

n^/^{K) -^ {K^/^ - orbites dans q{F)/L*] 
d^Od, 
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qui est caracterisee par la formule de caractere a la Kirillov 

(13) d(d)ed(expA)= Y. 4^{BiX,X)), 

XeOa 

ou d{d) est le degre formel et on a d(d) = [K : Kx]"^, ici X G q{F)/L* designe un element 
quelconque dans O^ et Kx designe son stabilisateur sous Taction de K. 

On en deduit que, soient (Lj,ifj,dj) comme ci-dessus et Oi I'orbite co-adjointe associee 

1/2 

(i = 1,2), alors pour x G G{F), les K- -orbites de representations di et ^d2 restreintes a 
Kir\xK2X~^ , oil ^d2 est la representation de xK2X~^ transportee de d2 par Ad (x), s'entrelacent 
si et seulement si Oi n ^©2 / 0. 

Observons que ce fornialisnie ne fait pas intervenir le revetement. Les arguments de [25\ 
§§19-20] s'y adaptent immediatement. 

Etape 3 Appliquons le formalisme de ^4.11 au groupe G'^{F). En particulier, on a fixe une 
norme | • | sur QaiF). 

Prenons des s-reseaux L C q{F) et A C Q(t{F) tel que A C L. On demande de plus que A 
est bien adapte (par rapport a un sous-groupe compact maximal special et un Levi de Ga{F)), 
alors A* := {X £ 9ct{F) : Vf G A, ^p o B{X,v) = 1} Test aussi. Prenons un voisinage V de 
Q<T,mi{F) dans Qcr{Fy''^^, suffisamment petit de sorte que la Proposition 14. 1.7] s'applique. 

On en deduit des sous-groupes compacts ouverts K := expL et K^j := expA. Quitte a 
retrecir A, on pent supposer que 

Lemme 4.3.4 (cf. [25\ Lemma 21.2]). Quitte a retrecir V , il existe i/ > tel que pour tout 
X G Qa{F) avec \X\ > q^ , on a 

(^,lx+A*)/0 ^XC^F-V. 

Autrement dit, 9 G J{V,q'',A*)'^. 

Demonstration. II suffit de remarquer que Ton n'utilise que la partie "analytique" des arguments 
de descente dans [2S]. En particulier, on n'utilise que la conjugaison par des elements dans 
G"{Fy . D'autre part, la theorie des orbites co-adjointes est encore utilisable sur le revetement, 
comme explique a I'etape 2. D 



Demonstration du Theoreme \4-3.2 . D'apres la Proposition 14.1.71 il existe 



- un sous-ensemble ouvert compact Q, G Qa{F), 

- 9ie J{nr, 

- un o_p-reseau A^ D A*, 
tels que 

JA*^1 = JA*^- 

On note Ai C A le Oi?-reseau tel que A J = (Ai)*. En inversant la transformee de Fourier, on 
en deduit que 6*1 |ai = ^|ai- 

La distribution 9i verifie les assertions dans le Theoreme 14.1.91 sur un voisinage GaiF)- 
invariant de dans Qa{F), done 9 les verifie aussi sur un voisinage de dans Qa{F). En 
particulier, quitte a retrecir V , 9 est representee par une fonction localement integrable F 
avec F{y~^Xy) = [y,a]F{X). Done Olrj^b est representee par la fonction invariante localement 
integrable ga eyip{X)g~^ i— >■ F{X). Le developpement local en termes des distributions /i^ resulte 
immediatement du Theoreme I4.1.10[ D 
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5 La formule des traces locale 

5.1 Le noyau tronque 

Soient F un corps local de caracteristique nulle et G un F-groupe reductif connexe. On 
considere un revetement 

1 ^ DJ„ ^ G 4 G{F) -^ 1. 

Fixons un sous-groupe de Levi minimal Mq et un sous-groupe compact maximal special 
K, supposes en bonne position. Lorsque F est archimedien, on normalise des mesures de Haar 
sur les groupes lineaires en question comme dans [S], ce qui determinent les mesures sur les 
revetements selon la convention dans [31]. Lorsque F est non archimedien, les mesures sont 
normalisees comme dans ^ sauf que Ton choisit les mesures sur les radicaux unipotentes de 
sorte que 7(G|M) = 1 pour tout M £ jC{Mq), ce qui est loisible selon la Remarque 12.6.61 

La formule des traces locale concerne la representation R de G x G sur L?'{G) definie par 

{R{yi,y2)<l)){i) = 4>{y^'xy2), </> G L\G). 

Soit / G G^{G), on pent former I'operateur R{f). Pour la formule des traces locale, on 
s'interesse plutot aux fonctions test dans les espaces 

C{G) : fonctions de Schwartz-Harish-Chandra, 
1-L{G) : fonctions lisses a support compact et ET-finies, 

ainsi que leurs variantes [Jm-equivariantes C_(G), C--(G), 'H-{G) et 'H--{G). D'ici jusqu'a la 
Proposition 15.7.6} on prend 

/(x,y) = /i(x)/2(y), /i G ^-(G), /2 G n-iG). 

On I'abregera souvent par I'expression / = /1/2. 

On montre que R{f) est de noyau K{x,y) = J^/p^ fi{xw)f2{wy) dw, ou w £ p~^{w) est 
quelconque ; ce clioix ne change pas le produit en question selon notre hypothese sur /i,/2- 
Conservons cette convention dans les integrales dans cette section. 

Notons reii(G(-F)) I'espace des orbites semi-simples F-elliptiques dans G{F). II est muni 
d'une mesure de Radon de sorte que pour toute cj) G Gc{Tcii{G{F)) n ri.cg(G(F))), on a 



^{l)dj = Y,\W{G{F),T{F))\-' I <p{t)dt 



rMG(F)) T(F) 

oil T parcourt les classes de conjugaison des F-tores maximaux elliptiques dans G, et 

W{G{F),T{F)) := Ng{T){F)/T{F). 

Ici T{F) est muni de la mesure de Haar de sorte que mes(r(F)/^G'(F)) = 1. Idem pour 
tout Levi de G. Alors la formule d'integrale de Weyl s'ecrit 

/ h{x)dx= Yl \W^^\\W^\~^ f \D{-f)\iM I h{x-^-ix)dxd-i 

G(F) A/G£{Mo) r,n(M(F)) Am{FV\G{F) 

pour toute h G Gc{G{F)), oh D{'y) signifie le discriminant de Weyl; on pent restreindre 
I'integrale a reii,G-reg(-^(^))- Puisque K{x, x) = K{x, x) = Jq(p) fi{w)f2{x~^wx) dw ne depend 
que de x, on pent appliquer cette formule et deduire que K{x, x) est egal a 

Yl l^o^'ll^o^r' / \D{l)\tM I h{x^^^xi)f2{x-^x^^xix)dxidj. 

^■^^^(^■^0) r,n{Af(F)) Am{F)1\G{F) 
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C'est le developpement geometrique. Pour le cote spectral, on utilise la formule de Plancherel 
(Corollaire I2.6.5|) et la Remarque 12.6.61 sur le choix des mesures. Soit M G £(Mo), munissons 
112, _(M) de la mesure de sorte que pour toute h G C^--{G), I'egalite du Corollaire 12.6.51 soit 
verifiee. Comme les mesures sont choisies de sorte que 7(G|M) = 1 pour tout M G jC{Mo), on a 

h{l)= Yl l^(fll^o''r' / d{a)fi{a)trilp{a,h))da. 

^e^(^o) n,._(M) 

Fixons X G G et posons 

Hy) = / fi{xw)f2{wyx)dw. 
GiF) 

On verifie que h{l) = K{x,x) et /i = /i * /f ; en particulier, h G C^--{G). Notons V I'espace 
vectoriel sous-jacent de a et choisissons Bp{a) une base orthonormee de I'espace hilbertien 
des operateurs de Hilbert-Schmidt XpiV) — )• ZpiV), formee d'elements if -finis. On en deduit 
comme dans [8', §2] que 

iT{Xp{a,h))= Y. tT{Ip{a,x)Sif))ti{Ipia,x)S), 

Sif):=dia)Ipia,f2)SIpia,h). 
Alors la formule de Plancherel entraine que K{x, x) est egal a 

E l^o'^ll^o"'!"' / K^) E tr{Ipia,x)S{f))ti{Ip{a,x)S)da. 

On note Oq = aA/o comme d'habitude. On munit ao (resp. G{F)) d'une norme (resp. une 
fonction hauteur) || • || comme dans [51 §4]. Adoptons le formalisme de (G, M)-familles de |31] . 

Soit M G £(Mo). '^ly = {Yp : P G V{M)} est un ensemble (G, M)-orthogonal, on note 
SM{y) son enveloppe convexe dans a^j. Soit T G ao. Pour tout Pq G V{Mq), on note Tp^ I'unique 
element dans Op n {W^ ■ T). Alors {Tp^ : Pq G 'P(Mo)} forme un ensemble (G, Mo)-orthogonal 
positif ; on le note abusivement par T. Posons 

diT) := inf{(a,rp„) : Pq G ViMo),aG ApJ > 0. 

On dit que T est suffisamment regulier si d(T) ^ 0. Dans ce qui suit, nous supposerons 
toujours que T G aMo,F- Definissons u{x,T) la fonction caracteristique de I'ensemble 

{x = kimk2 : ki,k2 G K,HMo{m) G Smo{T)}. 

On la regarde comme une fonction sur AciFy K\G{F) / K . Le noyau tronque est defini par 
I'integrale absolument convergente 

K^{f):=La f K{x,x)u{x,T)dx. 

AG(F)t\G(F) 
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5.2 Le cote geometrique 

On a 



A/e£(A/o) r,n(Af(F)) 



ou 



-f'^'^(7,/) = 1^(7)14/ / fl{x^^^Xi)f2{x2'^JX2)u\.j{xi,X2,T)dxidX2, 

{AM{F)t\G{F))2 

ttj^^(xi,X2,T) := iG'-M / u{x^^ax2,T)da. 

AGiF)''\AMiF)t 

Cf. [El p.30]. Soient M G /:(Mo), xi,X2 £ G{F). On definit I'ensemble (G, M)-orthogonal 
yM{xi,X2,T) associe a 

Yp{xi,X2,T):=Tp + Hp{xi)-Hp{x2), PeV{M), 

ou Tp est la projection sur o^f de Tp^, Pq G ■p(Mo), Pq C P quelconque. C'est un (G, M)- 
ensemble orthogonal positif pourvu que d{T) soit suffisamment regulier par rapport a (xi, 2:2)) 
ce que nous supposons. 

D'autre part, Arthur [8i (3.8)] a defini la fonction combinatoire crA/(-,3^A/(xi,X2,T)) sur a^. 
Comme 3^M(a;i, a^2j T) est positif, (TMi-,yM{xi,X2, T)) est la fonction caracteristique de 5'm(3^) ; 
en particulier, elle est a support compact. Done on pent definir la fonction poids 

vifixi, X2,T) := LGiJj / aM{HM{a),yM{xi,X2,T))da. 

AG(F)t\AM(i^)t 
Posons ainsi 

j'^ilJ) ■=\D{-f)\iM / fl{x^'^JXi)f2{x2'^^X2)v]^{xi,X2,T)dxidX2, 

(AM(F)t\G(F))2 

^^(/):= E K'iKr' / ^^(7,/)d7. 
M€C(Mo) r,n(M{F)) 

Lemme 5.2.1. Soit 5 > 0, il existe des constantes C, ei,e2 > telles que 

\u^jy,j{xi,X2,T) -vlj{xi,X2,T)\ < Ce"'ill'^ll 
pour tout (T,xi,X2) tel que d{T) > 5\\T\\ et \\xi\\ < e''^" " , i = 1,2. 

Demonstration. Si F est non archimedien, alors il existe des constantes Ci,ei,e2 telles que 
UMixi^ax2,T) = aM{HM{a),yM{xi,X2,T)), Va G Am(-F) 

pour tout {T,xi,X2) comme dans I'assertion, d'apres [H p. 38]. On conclut en integrant cette 

egalite sur ^G(P)^^M(P)^• 
Si F est archimedien, I'argument de [8., pp. 39-42] marche sans modification. En fait, on se 
ramene a comparer des integrales sur des M-espaces vectoriels a^^, a^, ou Q G F{M). De tels 
arguments ne font pas intervenir Ag{F)'^ et Am{F)'^ . D 
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CoroUaire 5.2.2. Soit 6 > 0, alors il existe des constantes C, e > telles que 
pour tout T tel que d(T) > S\\T\\. 



Demonstration. On itere |8i §4]. En fait, la demonstration ne repose que sur le Leninie F5.2.1l et 
des majorations qui n'ont rien a faire avec le revetement. D 

Pour I'instant, supposons que F est non archiniedien. Introduisons une version discrete de 
la construction dans [31i §4.2]. Notons qp '■= \of/Pf\ et posons 





= (4/,^ + ^G)/aG 


^M 


= {aM,F + aG)/aG 


Cm 


= {aM,F + aG)/aG 


c^ 


= Cmo- 



Lemme 5.2.3. On a 



[^M ■ ^m] = \o-M,F ■■ a]\/ p] [a.G,F ■■ a'^p 



;;t 1-1 



Demonstration. D'une part, on a la suite exacte 

i^M F + "^g) n aM,F (IM F 



a-M,F 



*M,F 



'^M,F 



'AlF + '^g) n dM,F 



0-M,F + flG 



-1, 



et (om.f + aG)/ia^M,F + ^g) = Cm/C\j. D'autre part, 

(%f,F + '^g) n Om,F ^M,F + i'^G n aM,F) 5m,F + ^G,F 






^M,F 



^M,F 



ClG,F 



^M F ^ '^G,F a, 






G,F 

car Oq p = aG r] a\,j p- Cela permet de conclure. 

On pose Am{F)^ := Am{F) D KgxHm et Am{F)^'^ := Am{F)^ n KgiRm- 

Lemme 5.2.4. On a 

iM[AM{FY : AM{F)^'\aM,F : S^,^] = 1- 

Demonstration. II suffit d'appliquer le lemme du serpent au diagramme suivant. 
1 ^Af (F)t.i ^ Am{F)^ ~a\,p 1 



1 Am{FY Am{F) ~aM,F 1 



D 



D 
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Soient k G M>o, M G £(Mo) et P E V{M). Posons 

^la^k -■= klogqp ■ a^ , a£Ap, 
J~'M,k ■= klogqp-'LA'p. 

Alors CM,k est un reseau dans o^^, qui est independant de P. Si A; G Z>o est suffisamment 
divisible, alors CM,k C Cm- 

On a deja normalise la mesure de Haar sur zo^ (resp. ia\j) dans ^2.11 ce qui determine la 
mesure duale sur ac (resp. a^) comme dans |3T1 §2.5]. On verifie que la mesure induite sur o^ 
satisfait a mes(a^j/£Af) = 1- Supposons toujours k suffisamment divisible et posons 

(14) ep,fc(A) := mes(of,/£M,fc)-' H (l - e'^^''^-''^) , A G a^.^c- 

aSAp 

On va transformer v\j{xi,X2,T) en une expression qui ne depend pas de ^m(-^)^ et Ag{F)'^ . 
Les arguments sont identiques a ceux dans [8, §6] sauf que certains facteurs supplementaires 
interviennent. Montrons qu'ils disparaissent a la fin. On a 

z;l,(xi,X2,r) = iGil}[AM{Ff : AM{F)^^^]-\AG{Ff : Ag{F)^'^\ 

On a (^M f/^gf ~ ^M f/^'^mf ^ '^g) = ^m- Comme dans [8| §6], la somme sur C\,^ se 
transforme en 

Y, Y: [Cm : £L]-^mes(af,/£M,.)-^ lin|, ( ^ e<^+^'^-(^-)>^p,.(A + u)-' 

oil A G (c^Mc)* ^^* suppose en position generale proche de 0, et Yp = Yp{xi,X2,T). Done 
v]^j{xi,X2,T) est le produit de 

LGqhAMiFY : AMiF)^'']-'[AGiF)' : Ag{F)^''][Cm : 4f]"' 



avec 



La premiere expression vaut 1 d'apres les Lemmes 15.2.31 I5.2.4^ tandis que la limite dans 
la deuxieme expression est exactement celle dans le cas des groupes reductifs. C'est justifie de 
reprendre tons les arguments d'Arthur pour obtenir I'expression 

(15) vl{x,,X2,T)= Yl QdT)e^^'^\ 

?^ jv'-o ''~o 

Oil 

- T € CoHaQ est suffisamment regulier en un sens independant de M, et a^ est une chambre 
quelconque dans ao ; 

- N £ Z>o suffisamment divisible, independamment de M ; 
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- pour tout S., q^ est un polynome. 

C'est loisible de parler du terme constant VMixi,X2) := (?o(0)- La somme sur ^ provient de 
la somme precedente sur z/ G C]^ /^If' done elle depend du choix de Am{F)^ ; cependant le 
terme qo correspondant a ^ = n'en depend pas. En adaptant [8, (6.6)], on obtient 

(16) VM(.xi,X2)=lim V ICm/CmM^' V e<^'^^+^^(^i)-^^(^^)>0P,,(A)-i 

PeV{M) xeCu/CM.k 

ou k £ Z>o est suffisamment divisible en un sens independant de M. Cela permet de definir 

(17) JA-filJ) ■=\Di^)\iM / fi{x^^'yxi)f2ix2^'yx2)vM{xi,X2)dxidx2. 

(AM(F)t\G(F))2 

pour tout 7 G reii(M(F)). 

Proposition 5.2.5 (Cf. O Proposition 6.1]). Supposons F non archimedien. Alors il existe 
une decomposition 

ou T, a^ , N sont comme precedemment etp^{-,f) sont des polynomes. Son terme constant 
J{f) •=Po(0,/) admet une decomposition 

J{f)= E \K'\\<\~' I 4(7,/)d7- 

Remarque 5.2.6. Les distributions K , J sont Wq -invariantes, done J(/) ne depend pas 
du choix de O-q . En particulier, le terme constant J(/) n'en depend pas. 

Le cas archimedien est plus simple du point de vue combinatoire. 

Proposition 5.2.7. Supposons F archimedien. Alors la Proposition \5.2.d\ demeure valable si 
Von remplace les reseaux Cm, Cm, C\j, C,M,k po-''" (^m, ei si Von remplace Op^k po^'^ ^a fonction 
9p definie dans 13 1\ ^4-i] dans la definition ()17p de </^'^(7,/). 

5.3 Le cote spectral 

La reference pour les discussions suivantes sont [8, §§8-11]. Fixons Pq £ V{Mq). On a 



K''{aJ):=fi{a)iG J E tr {Ip{a, x)5(/))tr {Ip{a, x)S)u{x, T) dx, 



Ag{f)1\g{f) seSpi(7) 

ouP £ V{Mq) est standard. 

Solent (cT, V) G 1X2, _(M), x ^ ImX(M). Rappelons que Ton pent realiser Xp{a ® x) tel que 
I'espace XpiV) muni de Paction de K ne depend pas de x- Dans ce qui suit, on fixe un point 
base a dans chaque ImX(M)-orbite de n2,_(M). 
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Done dans I'expression de K'^{f) on pent regrouper les ternies selon M et les lm.X{M)- 
orbites de 112,- (M). On se ramene a I'etude de I'integrale 



i-G / tr{Ip{a(^x,x)S{f))tr{Ip{a(^x,^)S)u{x,T)dx 

AG{Fy\G{F) 

Oil 5 G Bp{a) est fixe, et x varie dans ImX(M). 

On note O la IniX(M)-orbite contenant a. Pour simplifier la vie, supposons momentanement 
F non archimedien. En examinant les definitions dans ^ on voit que S et S{f) appartiennent 
a C°°{0, P), regardees comme fonctions x^^ S-^^ ei x^^ '^if)x^ ^* *1^^ 

tr (Ipia X, x)S{f)) = Ef{S{f)^){x), 
tT{Ip{a^X,x)S) = Ef{S^){x). 

Avec la notation usuelle (a|6) = ab pour a, 6 G C, definissons le produit scalaire tronque des 
coefficients 

^pi'T X, S{f), S) := LG J [Ef{S{f)^)ix) I i?|(5^)(£)) n(x, T) dx 

AGiF)t\G(F) 

On obtient done I'expression suivante pour K (f) : 
(18) Y. K'lKr'EElStabi^x(M)(^)r' / M^€Dx)fi5(aC3x,5(/),5)d^, 

ou 

- a parcourt un systeme de representants de Il2-{M)/lmX{M) ; 

- S parcourt Bp{a) ; 

- P G V{M) est standard. 

Remarque 5.3.1. Dans [81 §§7-8], Arthur choisit le langage des integrales d'Eisenstein au lieu 
des coefficients d'induites. Nous laissons le soin au lecteur de reconcilier les definitions. 

Comme dans [8], le cote spectral necessite des majorations en trois etapes. Donnons-en une 
esquisse. 

De K^ a k'^ Pour M G P(Afo), P G V{Mo) standard et *i,^2 e A2,-{M), on note ipp : 
ao — )■ M la fonction caracteristique de I'ensemble 

{if G ao : {w,H) < 0,Vro G Ap} 

et on pose 

rj(^i|^2) := '-G / {'^i{m)\'^2{m))ipp{HM{m)-Tp)dm. 

AG{Fy\M{F) 

Pour tout a G n2,-(M) et S'i,S'2 G L{a,P), on pose 



PlDPo 
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Avec la meine convention de (|18|) . posons k'^{f) egale a 
(19) Yl K'll^o'T'EElSta^mXCAf)!^)!'' / Kc^^Xpl{^^X,S{f),S)da. 

*'^e^(^^0) " ^ Imi(M) 

Proposition 5.3.2. Soit 5 > 0, il existe des constantes C, e > telles que 

|i^^(/)-fc^(/)l<Ce-"^ll 
pourvu que d[T) > 6\\T\\. 

Demonstration. C'est I'analogue de [U Lemma 10.1]. Le fait crucial est la majoration [HI Theo- 
rem 8.1] reliant VL^p et w^, dont les ingredients de la preuve sont etablis dans ^ D 

De k^ a J spec O'^ definit une distribution J^ecif) comme dans [8, Lemma 11.1], qui consiste 
en des fonctions c de Harish-Chandra et des fonctions combinatoires. Sa definition precise est 
malheureusement trop compliquee a rapporter ici. On montre que pour tout n G Z>i et tout 
(5 > 0, il existe une constante c^ telle que \k'^{f) — J^ecif)\ — '^n\\T\\~"' lorsque d{T) > 5]]T]]. 
Vu I'etape precedente et la majoration pour \K'^{f) — J-^(/)], on obtient ] J^(/) — <^spec(/)l — 
c„]]T]]~" sous les memes conditions, quitte a agrandir c^. 

D 'autre part, on montre, comme dans la preuve de [H Lemma 11.1], que 

4ec(/)= E 'idT^De^^'^K 

pourvu que T £ CqCi a^ et N G Z>i suffisamment divisible, oii a^ est une chambre fixee. Les 
fonctions q^{-,T) sont des polynomes. Or J^{f) admet une decomposition du meme genre pour 
T G a^. Comme aj" est quelconque, la majoration precedente pour \J'^{f) — ^spec(/)l affirme 
que J^{f) = Jjpccif) pour de tels T. 

Notons Jspecif) '■= QoiO,/) le terme constant. II en resulte que Jspec(/) = J{f)- 

Description de Jgpec Donnons finalement une expression explicite pour Jspec comme dans 
[H Corollary 11.2, Proposition 11.3]. 

Solent L, M £ C{Mq), Ld M. Nous posons 

W^{M)reg ■■= {t G W^{M) : det(t - Ijat/) / 0}. 

Soit t G W'^{M), on note n2_(M)* := {a G n2_(M) : ta ~ a}. Solent L,M G £(Mo), 
Ld M, R£ V{L), P G P(M), C G «a^, t G W^{M)^c^, a G n2 _(M)*. Introduisons les objets 
suivants. 

- n := P n L, i2(n) est I'unique element de V{M) tel que i?(n) n L = H et i?(n) C R. 

- Fixons des facteurs normalisants faibles '^q'io(o') (rappel : la Definition I3.1.2p . d'oii les 
operateurs d'entrelacement normalises Rq,^q{(j^ pour (5,(5' G V{M). 

- Rp{t,a) := a{i) o A{i) o R^_ip^p(a), oii i G L n K est un representant de t, et a{i) est 

I'isomorphisme Ip{ta) — )• 1-p{(T) induit par un isomorphisme fixe ta — )• a. C'est bien defini 
a une constante multiplicative pres. 

- Ti,r{C) est 

tr {M-rh)Rp{t,a)--Jp^-^^{aOJp,-^,{-)-') ■ 



42 



^2./j(C) est 



*M '^^,p(-)-^^^,pK)^p(*' -)^p(-, /2; 



Jd'^^tJ) est 

(20) lim Y. r,^R{0\J,{0\CL/CLA-' E e^^'''"^^^,^(C)-' 



R&V{L) X£Cl/C 



L,k 



avec A; € Z>i suffisamment divisible. 
— On note 

SP'i(^) .= {^ g Sp"^ : r^ a un pole en a} 
= {/3 G Sp : ;U^ a un zero en a}, 

et on pose 

(21) e.(t):=(-l)l*^p'('^)"^rMI. 

Pour L, cr coninie ci-dessus, on munit linX{L) • o" de la mesure quotient deduite de la mesure 



de ia*j^. 

Proposition 5.3.3. On a 

4ec(/)= E \Wi'\\W^\''\det{t-l\aij)r'Yl I ^a'it)Jiia',t,f)da' 

oil L,M,t sont comme precedemment, et a parcourt les licaX(L)-orbites de 112, i(M)*. 

Demonstration. Puisque la theorie des operateurs d'entrelacement, des fonctions c de Harish- 
Chandra et la formule de Plancherel pour revetements sont etablies dans ^ il suffit d'adapter 
[SI §11]. Comme pour le cote geometrique, des facteurs de la forme lm, [-^MiF]^ '■ Am{F)^'^] 
ou [aM,F '■ ^M f] (°^ ^ ^ ^(-^-^o)) peuvent intervenir dans J]pec{f)^ done dans la description de 
Jl{o'' ,t, f). Toutefois on pent inspecter les arguments d'Arthur et montrer, comme dans ^5.2[ 
que ces facteurs se compensent a I'aide des Lemmes 15.2.31 15.2.41 Ces compensations ne sont pas 
surprenantes car le formalisme est choisi de sorte que si G = (Pm x G{F) et p = (l,id), alors on 
revient a la situation consideree par Arthur. D 

5.4 Interlude : i?-groupes 

Avant de proceder a la formule des traces locale, rappelons brievement le formalisme de R- 
groupes de [9l §2]. Des sources possibles des demonstrations sont [3H|35]. Les preuves reposent 
sur 

- la formule de Plancherel, 

- la normalisation des operateurs d'entrelacement, 

- une formule de Casselman ^&j 1.4.1] des coefficients matriciels du module de Jacquet, 
pour le cas archimedien. 

On a tons ces ingredients pour les revetements. 

Solent M £ C{Mq), P £ V{M), {a,V) G U2-{M). Notons U„{G) I'ensemble des classes 
de constituants irreductibles de Ip{a), qui ne depend pas du choix de P. Notons W^ := {w G 
W'^{M) : wa ~ a}. Fixons des facteurs normalisants faibles ^0/10(0") et les operateurs d'entre- 
lacement normalises RQ,,Q{a). 

43 



Soient w £ W^ et w £ K un representant, alors a se prolonge en une representation du 
groupe M^ engendre par M et w ; designons cette representation par a^, . Ce prolongement est 
unique a une constante pres, nous y imposerons des conditions plus tard. 

Definissons I'operateur d'entrelacement 

Posons Rp{w,a) := A{aw)R^^ip^p{a) et 

W^ := {weW^: Rp{w,a) G C'id}, 

Ra ■■= WJWJ}. 

Notons que i?o- ne depend pas de P. 

L'un des faits de la theorie de i?-groupes est que W^ est le groupe de Weyl associe au 
systeme de racines engendre par {/3 G Sp'^ : /i/3(cr) = 0}. Si Ton fixe une chambre a^ de ce 
systeme, alors on pent identifier i?o- et {w £ W^ : wa^ = a^} ; avec ce choix, on peut ecrire 

W, = W^ X R^. 

Supposons maintenant que pour tout w G W^, a^ est choisi de sorte que Rp{w,a) = id. 
L'application r i— t- Rp(r,a) pour r G Ra n'est pas forcement un homomorphisme : il existe un 
2-cocycle rj^ : R^ ^ C^ tel que Rp{rir2,a) = 7]a-{ri,r2)Rp{ri,a)Rp{r2,cr). Plus precisement, 
on a r/o-(ri,r2) = ^(cJ,.^r2)^(^ri)~^^(o'r2)^^- Fixons desormais une extension centrale 

(22) 1^ Z„^ R„^ R^^l 

de sorte que Zg- est fini et I'iniage de r/o- dans H'^{Ra,C^) est triviale. Autrement dit, il existe 
S,a ■■ Ra —^ C^ tel que r/o-(ri,r2) = ^a{rir2)S.a{ri)''^S.a{r2)^^ pour tons ri,r2 G Ra- On en deduit 
le caractere Xa '■ Z^j ^ C^ tel que S,aizr) = Xo-(-z)'?o-(^) pour tout r G Ra et tout z £ Z^^. Si Ton 
pose 

Rp{r, a) := Ca{r)-^Rp{r, a), r £ R„ 

alors r i— t- Rp{r,a) est un homoniorphisnie avec Rp{zr,a) = Xa-iz)^^Rp{r,a). 

Notons n(i?o-,Xo-) I'ensemble des classes de representation irreductibles de i?o- dont la res- 
triction sur Zu est Xa- Le theoreme principal des i?-groupes (d'apres Harish-Chandra, Knapp, 
Stein, Silberger) s'exprime comme suit, ce que nous admettre comme une hypothese dans le cas 
non archimedien. 

Theoreme 5.4.1. La representation TZp{r,x) = Rp{r, a)Ip{a, x) de R^ x G surIp{V) admet 
une decomposition 

ou p ^ TTp est une bijection de Il{Ra, Xo-) •5'w ^a{G)- En particulier, on a 

triRp{r,a)Ipia,f)) = ^ trp^(r) • (6^^,/), r £ R^, f £ C^-{G). 

peU{R^,Xa) 

Remarque 5.4.2. Selon notre normalisation Rp[w,a) = id pour tout w £ W^, on voit que 
I'operateur Rp{r,a) est independant du plongement R^ '-^ W^, autrement dit independant du 
choix de la chambre a^. 
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Enregistrons des proprietes de i?-groupes, dont les preuves se trouvent dans [S]. 

1. Fixons ajr. Soit L G C{M) tel que o^ contient un ouvert de ai- Notons R^ le i?-groupe 
relativement a L au lieu de G, alors on a une identification R^ = Rfj n W^{M). Vu les 
proprietes des operateurs d'entrelacenient normalises, on pent tirer I'extension centrale 
(p2|l par Rj; ^ R„ et obtient 

1 ^ Z^ ^ R^ ^ Rj; ^ 1 

qui trivialise encore les 2-cocycles ^^ associes a L. 

2. Soit L comme ci-dessus. On note Ko(i?cr,Xcr) I'espace des caracteres virtuels engendre 
par n(i?o->Xcr)- Idem pour K.Q{R^,Xa)- Alors un element de K.o{Ra,Xa) est induit de 
Ko(-Rct)Xo-) si et seulement si le caractere virtuel associe de G est induit d'un caractere 
virtuel engendre par Ila-{L). 

3. Le signe ea{t) defini dans (f2T]l est egal a (— 1)^("' ) si t = w^r avec tt;° G W^, r G R^- 

Supposons de plus que de tels choix (eg. facteurs normalisants, o^, aw^ I'extension centrale 
([22|) . etc.) sont faits pour tout wa, w G Wq , de fagon compatible. Par exemple, on exige que 
Paction de u) G Wq induit un isomorphisme R^ — )■ Rwa- L'etape suivante est d'introduire des 
espaces de parametres convenables pour le cote spectral. 

Soit [M^a^r) un triplet avec M G £(Mo), a G 112, _(M), r S Ra- On dit qu'il est essentiel si 
pour tout z ^ Zfj tel que zr est conjugue a r, on a Xaiz) = 1. Le groupe de Weyl Wq opere sur 
de tels triplets par w{M^a,r) = {wM^wa,wrw~^). Posons Ra,reg '■= Ra H W'^{M)j.eg, notons 
i?CT,reg son image reciproque dans R„ et 



f{G) 
Tdisc{G) 

reii(G) 



{{M,a,r) : un triplet essentiel.}, 

{(M, a, r) G T{G) :W^-rn W^{M),,^ / 0}, 

{{M,a,r)GT{G):reRa,reg}, 



On a T{G) D Tdisc{G) ^ Tqii{G). Le groupe ImX(G') opere sur Tcu(G') par x ■ {M,a,r) = 
{M,a X)'')) ce qui munit Tcii(G) d'une structure de variete analytique connexe. On verifie 
aussi que T{G) = \_\LeC(Mo)'^cii{L,). Done T{G) et Tdisc{G) sont aussi munis de structures de 
variete analytique. Posons 



T{G) 
Tdisc{G) 

TelliG) 



G 



T{G)/W^ 

fdisc{G)/W^, 

fMG)/W^. 



Certes, on pent introduire I'equivariance sous [Pm et definir les espaces T^{G), T--{G), etc. 
Munissons Tdisc~{G) de la mesure de Radon telle que 



0(r)dr= Y^ \Ra,r\'^ / ^(r)dr' 

Tdi,J_(G) rerdi,c,_(G)/ImX(G) ImX(G).r 

pour toute 6 G Cc{Tdisc,-{G)), oil Ra,r est le stabilisateur de r dans R^, et ImX(G') • r est muni 
de la mesure quotient deduite de la mesure de ia^. 
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Definition 5.4.3. Une representation vr G ntcmp(G') est dite elliptique si la restriction de 
son caractere sur I'ensemble des elements reguliers F-elliptiques n'est pas nulle. On definit les 
representations virtuelles temperees elliptiques de la meme maniere. 

La proposition suivante decrit les representations temperees (resp. virtuelles temperees) en 
termes du i?-groupe ; elle explique aussi la notation Teii-{G). Sa demonstration dans le cas non 
archimedien dans [H §2] necessite un resultat de Kazhdan qui sera prouve dans le Theoreme 
15.8.101 Nous n'utiliserons pas cette proposition dans cet article. 

Proposition 5.4.4. Soient M G £{Mq), a G 112, _(M) et p e Il{Ra,Xcr)- La representation 
TTp G Ila{G) est elliptique si et seulement si tr p ne s'annule pas sur Ra,reg- L'ensemble Tcii-{G) 
parametre une base de Vespace engendre par les representations virtuelles temperees elliptiques 
specifiques de G. 

Pour tout g G C--{G) et r = (M, cr, r) G T{G), definissons 

(23) @{T,g):=tv{Rp{r,a)Ip{a,g)), 

(24) i(T) := \WX^ Y. ^-(*)l d^t(l - *l«M)r\ lorsque r G T^isciG). 

tewo-rnW'3{M)rcg 

On verifie que est bien defini, c'est-a-dire qu'il ne depend que de la Wg^-orbite de (M, cr, r). 
D'autre part, on verifie que Q{{M,a,zr),g) = Xa{z)~^Q{{M,a,r),g) pour tout z G Z^-. Idem 
si Ton considere g G C-{G) et r G Tdisc,--iG)- 

Soit / = /1/2 avec /i G Ti-iG), /s G n-{G). On definit 

(25) /disc(/)= J i(r)e(T\/i)e(r,/2)dT. 

Tdisc,-(G) 

Cette distribution est reliee a la formule des traces locale grace au fait suivant. 

Proposition 5.4.5. Soit f = /1/2 avec /i G T-l-{G), /2 G T-l--{G). Alors Idiscif) est la somme 
des termes correspondant a L = G dans I'expression de Jspec(/) dans la Proposition 1 5. ^. 5t 

Demonstration. II suffit de reprendre [H pp. 95-96]. D 

5.5 La formule des traces locale 

Le cote geometrique Soient x = (xi,X2) G G{F)'^ , M G C{Mq). Rappelons que Ton choisit 
la mesure de Haar sur a^^ de sorte que mes(a^^/£Af) = 1, oil Cm '■= (am.f + ciG)/aG- Les 
fonctions 

vp{A,x) := e^-Hp(^2)+Hp{x^)A)^ p ^ p(^) 

forment une (G, M)-famille, d'oii est defini le terme vm{x) = vm{xi,X2)- C'est le volume de 
I'enveloppe convexe de {—Hp{x2) + Hp{xi) : P G V{M)} dans a^, done est une fonction sur 

{M{F)\G{F)/Kf. 

Soit 7 G MG-rcg[F), posons 

(26) ^m(7)/) = l-D(7)kif / fl{x^^^Xi)f2{x2^^X2)vM{xi,X2)dxidX2. 

{AM{F)t\G{F)r 

Ce seront les ingredients dans le cote geometrique de la formule des traces locale. 

Un element 7 G M est dit bon si son commutant est I'image reciproque du commutant de 
7 := p(7) G M{F). Cela ne depend que de la classe de conjugaison de 7. On definit ainsi le sous- 
ensemble T{M{F)f'"' C r(M(F)), etc. Observons que J^^{-i, /) = sauf si 7 G r(M(F))^°'^. 
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Le cote spectral On note liaise. -(G*) la reunion des Ila{G) ou M G C{Mq), a € 112, _(M)* 
pour un i G W^ {M)reg- Idem pour tout Levi de G. Soit vr = tt^ Kl 7r2 tel que la X(M)-orbite de 
TTj rencontre de ndisc,-(M), pour i = 1,2. Solent P,Q £ V{M), on definit 

TTA := (vti^a)^ M 7r2,A, A G a*M^c^ 
jQ{A,7r,P) := jQ|p(7r)-VQ|p(7rA). 

En variant Q, on montre que les i7q(A, vr, P) forment une (G, M)-faniille a valeurs dans les endo- 

morphismes deIp{TTi)MIp{TT2), meromorphes en vr. D'ou les operateurs i7jyj(vr, P) meromorphes 
en vr. 

Desormais, nous supposons que vr = vr^ Kl 7r2 avec '/ri,7r2 € Ildisc,-{M). 

Lemme 5.5.1. Les coefficients matriciels de J'^,^{'k,P) sont analytiques. Leurs derivees sont a 
croissance moderee pour de telles 7ri,7r2. 

Demonstration. On reprend [8^ Lemma 12.1]. D 

Solent vr = TT^ Kl 7r2 comme ci-dessus et / = /1/2 avec /i G T-l-{G), /2 G T-l--{G), on pose 

(27) J^,(vr, /) := tr {J^,{7r, P)Ip{n, /)). 

Nous demontrerons (la Proposition 15.7.4]) que J^(7r,-) ne depend pas du choix P G V{M), ce 
qui justifie la notation. 

Si r = {Mi,a,r) G T^isc,~{M), alors pour tout p G Il{R^^,Xa), la representation -Kp de M 
appartient a ndisc,-(-^)) done c'est loisible de poser 

(28) Jm(^J)-= Y. trpi(r)-trp2(r)-JA^«^^P2,/)- 

pi,P2en(i?M,x<T) 

Theoreme 5.5.2. Soit f = /1/2 avec /i G ^-(G), /2 G •^-(G). Posons 

Jgeom(/):= 5; K^lKrH-1)'^"'^-/^^ / JM(7,/)d7, 

Jspec(/):= ^ It^o^'llt^o'TH-l)'^'"^^^/^'^ / i*^(r)J^^(r,/)dr. 

^/ors on a Jgeom(/) = Jspedf)- 

On observe aussi que le terme correspondant a M = G dans Jspec(/) est exactement /disc(/)- 
Desormais, on note J(/) := Jgeom(/) = Jspedf)- 

Demonstration. On itere I'argument pour [8, Proposition 4.1] avec recurrence sur dim G. Donnons- 
en une esquisse tres breve. On part des deux developpements de J{f) fournis par la Proposition 
15.2.51 et la Proposition 15.3.31 Observons d'abord que les termes J^(7,/) du cote geometrique 
sont similaires a ^^^7(7,/) sauf que la fonction poids est VMixi,X2) definie dans P^ au lieu 
de VMixi,X2) lorsque F est non archimedien. Pour passer de I'un a I'autre, on introduit les 
fonctions 

cq(A) := ICmJCmqM"' E e<^'^^>0Q,,(A)-^0Q(A) 

xeCMQ/CMQ,k 
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pour Q = MqUq £ T{Mq), oil k £ Z>i est suffisamment divisible. 
Avec les notations dans [3H §4], on montre que 

Comme dans |8], cela entraine que 

QeTiMo) 

Lorsque F est archimedien, nous utilisons la convention dans la Proposition 15.2.71 de sorte 
que les resultats precedents demeurent valables. En fait, on aura cq(A) = 1 dans ce cas-la. 
Les fonctions cq interviennent aussi dans le cote spectral via I'expression (j20p : on a 

ReV{L) 
pour tout L G £(Mo). Un raisonnement comme dans [8^, pp. 92-94] donne 

Jif)= E \Wo''''\\wo''\-\-ir'^''-^/''^jSc{fQ)-c'Q. 

QgJ^(Mo) 
Comme Cq ^ 0, I'hypothese de recurrence entraine que Jgcom(/) = Jspcdf)- D 

5.6 Theoreme de Paley- Wiener invariant tempere 

Transformation de Fourier invariante Soit / G C{G), on note Jq la fonction sur UtempiG) 
donnee par 

On note I'image de f ^ f^ par IC{G) (etymologic : / = I'adjectif "invariant"), qui est un 
sous-espace de I'espace vectoriel de fonctions sur ntemp(G'). En se restreignant a C--{G) (resp. 
C-{G)), on obtient I'espace IC--{G) (resp. IC-{G)) forme de certaines fonctions sur ntemp,-(G') 
(resp. ntemp,--(G)). Le theoreme de Paley- Wiener invariant tempere donnera une description 
de ces espaces comme des espaces vectoriels topologiques pour lesquels f ^ Jq est ouverte 
et continue. Les resultats ci-dessous concernant C{G) et IC{G) seront valables si Ton rajoute 
I'indice -- (resp. — ), pour des raisons evidentes. 

Expliquons brievement la methode de notre demonstration. On factorisera / i— )• /^^ en Tq : 
C{G) — )• C{G) (la "transformation de Fourier non invariante") et tr : C{G) — )• IC{G). On salt 
caracteriser I'image de J-q (Theoreme I5.6.3| ). Ensuite, on construira une section de tr a I'aide 
de la theorie de i?-groupes. II faut eviter I'usage dans [11] de "multiplicite un" des i^-types 
minimaux dans le cas archimedien ; pour cela nous aurons besoin d'une partition de I'unite 
quelque peu technique (Corollaire l5.6.7p . 

Solent M £ £(Mo), P = MU G V{M). Comme dans le cas de fonctions C~, on definit la 
descente parabolique 

C{G) -^ C{M) 

/i — > fp{fh) = 6p{m)^ / / f{k^ ■muk)dudk, rh£M. 



K U{F) 

48 



C'est une application lineaire continue bien definie : le cas archimedien est |23l Lemma 22], pour 
le cas non archimedien, on utilise la majoration |361 Proposition II. 4. 5]. 

On etend la definition de f^ par linearite a des combinaisons lineaires formelles des elements 
de ntemp(G). On montre que pour tout a £ Iltempl-^)) on a 

ou a designe la somme directe des constituants irreductibles de Tp{a). II en resulte que f ^^ fp 
induit une application lineaire 

IC{G) -^ IC{M), 

qui ne depend que de G et M. 

Definition 5.6.1. On dit que (p £ IC{G) est cuspidal si pour tout M G C{Mq), on a ip^^ = 
si M 7^ G. On dit que / S C{G) est cuspidal si son image dans IC{G) Test. 

Cela etend la definition d' Arthur de cuspidalite pour les fonctions C^. 

Remarque 5.6.2. On pent aussi regarder IC{G) comme un espace de fonctions sur T(G) grace 
au Theoreme l5.4.1[ Ainsi, on regarde f^ comme une fonction sur T{G) pour tout / € C{G). 

Des espaces de Frechet Solent M,M' G £(Mo), on note 

W{M'\M) := {w G W^ : wM = M'}. 

Soient (cr, V) £ U{M), w £ K un representant de u; G W{M\M') et P £ V{M), P' £ V{M'). 
On pose 

Rp,^p{w,a) := A{w)R^_-,p,^p{a) -.IpiV) -^Ip,{wV). 

On utilisera I'egalite suivante a plusieurs reprises. Soient P" £ V{M"), P' £ V{M'), P £ 
V{M), wi £ W{M'\M), W2 £ W{M"\M') et {a,V) £ U{M). Alors les proprietes dans la 
Definition 13.1.11 entrainent que 

(29) Rp„^p{w2Wi,(T) = Rp„^p,{w2,wi(j)Rp,^p{wi,a) 

oil les operateurs A{-) sont ceux defini dans la Proposition 12.4.21 et les donnees definissant le 
i?-groupe de wia sont obtenues par transport de structure. 
L'application f *-^ Jq se factorise comme 

C{G) -^^^ C(G) — ^ /C(G) 



/ 1 [vr ^ f{n)] I [vr ^ e^(/)] 

oil vr G ntemp(G'). Le resultat suivant decrivant C{G) est essentiellement une partie de la formule 
de Plancherel lorsque F est non archimedien ; c'est du a Arthur [3] pour F archimedien (voir 
aussi [Ti^, §4]). 

Theoreme 5.6.3. L'espace C{G) est forme des operateurs <I> : (P, o") i— )■ ^p{a') £ Endc(2^p(^)), 
oil P = MU £ J-{Mq), (cr, y) G Il2{M), verifiant les conditions suivantes. 
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Lissite Pour P,M,a comme ci-dessus, A i— )• ^p{ax) est lisse, oil X £ io*j^. 

Symetrie Soient M,M' G £(Mo), P G P(M), P' G r{M'), w G W{M'\M) et w e K un 
representant de w. Alors 

Croissance (non archimedien) Supposons F non archimedien, alors ^ est a support com- 
pact. 

Croissance (archimedien) Supposons F archimedien. Soient n,mi,m2 G Z>o, M G C{Mq), 
a G 112 (Af) st D un operateur differentiel invariant sur io.\^, alors 

sup iiz)(r,,ci>p(a)r5jii(i + ii^viir(i + ii^5jir(i + ii^5,iin<+oo 

P,cr,5i,(52 

- D{S{a)) := -^\x=QD{S{a\)) pour S{a) une famille lisse d'operateurs parametree par 
cjGn2(M); 

- 81,82 parcourent les K -types et F^^, T^^ sont les projecteurs correspondants ; 

- on definit la sous-algebre de Cartan [), le caractere infinitesimal fi^j et la norme herm,i- 
tienne \\ ■ \\ comme dans la Definition \3.1.1\ (R8), et ^^^,^1^^ G f)^ sont les plus hauts 
poids de 61 , 62 respectivement. 

Dans le cas non archimedien C{G) est Vespace C°°(G)'"'^ defini dans ^2.61 done est muni 
d'une topologie. Dans le cas archimedien, les expressions dans la derniere condition definissent 
des semi-normes pour C{G). En tout cas C{G) est un espace de Frechet pour lequel Tq est un 
isomorphisme topologique. 

Cette description est independante de facteurs normalisants. En effet, la condition de symetrie 
pent aussi s'exprimer en termes des fonctions °Cpnp{w,a) dans ^2.61 

Definition 5.6.4. Posons PW(G) I'espace des fonctions 

(^ : f{G) = [_\ feu(L) ^ C 

verifiant les conditions suivantes. 

Lissite La fonction (p est lisse. 

Equivariance Pour tout r = (M,a,r) G T[G) et z G Za-, on a ^{zt) = Xaiz)^^(p{T). 

Symetrie 99 se factorise par T{G). 

Croissance (non archimedien) 93 est a support compact. 

Croissance (archimedien) Soient L G C{Mq), n G Z>o, D un operateur differentiel invariant 
sur za2, alors 

M\L,D,n= sup |D99(t)|(1 + ||^„||)" < +00 

r={M,<7,r)Gf,n{L) 

avec les conventions dans le Theoreme 15.6.31 
Ainsi, I'espace PW(G) devient un espace de Frechet. 
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Dorenavant, on adopte le point de vue de la Remarque 15.6.21 afin de comparer IC{G) et 
PW(G). En contemplant le Theoreme I5.4.H on voit que I'application tr : C{G) — t- IC{G) 
devient 

T^:^^^[p: (M, a, r) ^ tr {Rp{r, a)<^p{a)) 

ou P € V{M) est arbitraire. 

Proposition 5.6.5. On a IC{G) C PW(G'). L'application f \-^ f^ se factorise par PW(G') et 
induit une application lineaire continue C{G) — )■ PW(G), ou bien C{G) — t- PW(G) d'apres le 
Theoreme 15. g.3l 

Demonstration. Standard modulo le Theoreme 15.6.31 D 

Cette notation est provisoire : nous allons bientot demontrer que PW(G) = IC{G) 

Combinatoire Nous allons montrer une variante de la partition de I'unite, qui interviendra 
dans la preuve du theoreme de Paley- Wiener. 

On note Oq := omq- Oii fixe une norme euclidienne VFo^-invariante sur ao, la distance associee 
est notee d{-, ■) ; on note aussi || • || := (i(-,0). Soient L G C{Mq), A G ao, on ecrit \ = \^ + \l 
selon la decomposition orthogonale ao = Og © a^. Pour tout Q G V{L), on a la chambre positive 
associee aX C ai qui verifie ai = Uq'dq "^q' (^He est de la forme ai = a^' x ac, et on pose 
Og.' := {0}). II y a une decomposition en facettes 

«o = U 4- 

QeJ^{Afo) 

Lemme 5.6.6. Supposons fixe un voisinage ouvert V^ de dans ag pour tout L G £(Mo). 
Alors il existe une famille de fonctions {1^ )q^t(M(,) iMe que 

(1) soit Q = LU £ -F(Mo), alors /3'3(A) = /3<3(A<^) pour tout A G Oq ei /3<3|„g G G^{a^), toute 
derivee de f3^ est hornee ; 

(2) /3<3(A) / entraine que A^ G V^ ; 

(3) si /3'3(A) ^ 0, alors A G Uq'cQ 4' ' 

Demonstration. Pour simplifier la vie, on suppose G semi-simple dans cette demonstration. 
Pour Q = LU G J-{Mq), on pose N{Q) := dim a/,. On prouve par recurrence sur A^ que Ton 
pent trouver des f3^ pour N{Q) < N verifiant (1), (2), (3) et verifiant : il existe ej\f > tel 
1^6 Y1n(Q)<n f^'^W — 1 pour tout A tel que (i(A, UAf(Q)<Af "^o) < ^A^- O^i suppose A^ fixe et les 
fonctions {f3'^)N{Q)<N construites. 

On considere un parametre auxiliaire e > et on suppose que pour tout L G C{Mq) avec 
dimai = iV, on a {A-^ G o^ : ||A^|| < e} C V^. Soit Q = LU e F{Mq) avec N{Q) = N. On 
choisit a^ G C^(ao) telle que 

a^(A^) 

On definit la fonction sur ao 

7«(A) = a^(A^)|l- Y. /5^'Wl- 

N{Q')<N 




On suppose e < e^-i- Montrons que 
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(i) (i(A,o+)G]e,ejv-i[^ 7^(A) = 0. 

En effet, soit A = A"^ + Al tel que d{X,aQ) G]e,eAr_i[. Si A^, G a^, alors d(A,aQ) < ||A^|| 
done ||A-^|| > e et a^(A^) = 0. Si Al ^ Oq, on fixe /i G Oq tel que d{X, fi) < e^v-i. Le segment 
[AL,/i] coupe do-Q en un point fi' et on a d{X, n') < d{X,fj,). Done (i(A, IJ^^q/w^ ai,) < e^-i, 
d'ou 1 — "^NiQ^KN f^'^ W ~ d'apres I'hypothese de reeurrenee. Cela prouve (i). 
On suppose 2e < eAr_i. On definit /3'3 par 

pQ(X) = h'^^^^' sid(A,a+)<26, 
1 0, sinon. 

Vu (i), /3'5 verifie (1). Par definition de a , (2) est aussi verifie. Montrons que 
(ii) pour tout e' > 0, il existe e" > tels que les conditions 

diX,a+)<e", 
IIA^II < e", 

dlx, U a+)>6' 

\ N{Q')<N J 

entrainent A G Uq'cQ '^Q'- 

On pent supposer A G Oq' et on eerit A = A^ + J2aeAo ^a'^a, ou {zua '■ a G Aq} C o^ est 
la base duale de Aq. Soit a G Aq, I'element ji := J2a'^a^ct''^a' appartient a [Ji\i(q')<:n '^q' ^^ 
d{X,fi) = y/\\X^f + xl\\waf, d'oia 



^/e"^ + xl\\vuJ^>d{X,fi)>d[x, U 

N{Q')<N 



aj,, I > €. 



En supposant e" < e', cela entraine que \xa\ > W'^aW ^Ve'^ — e"^. Si Xa < 0, on a d{X, a^) > 
c\xa\ Oil c est une constante positive, d'oir e" > c\\'cUa\\~^V^''^ — e"^- C'est impossible si e" est 
assez petit. Done on a Xq > \\vja\\~^ ye^—e^ . On note Sq := ^Mq I'ensemble des racines de Aq. 
II existe c' > tel que \{a,fi)\ < c'\\fi\\ pour tout fi et tout a G Sq. On note Sg^ le sous-ensemble 
de So des racines dans U. Pour a G Sq^, sa projection sur o^ est de la forme ^Q,/g/^ ria'a' avec 
no' G Z>o et riQ,/ > 1 pour au moins un a' . Alors 



(a,A) = (a,A^)+ ^ n^'X^' > -c'e" + \\ma\\'We'^ - e"^- 

a'eAg 

C'est positif si e" est suffisamment petit, done (a. A) > 0. Soit Q' G -F(Mo) tel que A G Oq, 
alors {a G So : {a, A) > 0} = Sq^ . Done Sq^ C Sq^ , ee qui entraine Q' C Q. D'oii (ii). 
Prouvons que /3^ verifie (3). Si /3'^(A) = 0, alors 

d(A,a+)<2e, 
IIA^II <e, 

^ ^' U 4' > ^^-1 

V NiQ'XN J 
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par notre construction de Z?*^. L'assertion (ii) avec e' = eAr_i fournit une constante e". Si I'on 
suppose que 2e < e", alors la condition (3) est satisfaite. 

II reste a etablir I'hypothese de recurrence, ce qui impliquera (4) si elle est satisfaite pour 
tout N : 

(iii) il existe eN tel que d{X, \Jn{q)<n '^q) < ^N entraine J2n{q)<n I^'^W = 1- 

Fixons A G ao tel que t?(A, |JAf(Q)<Af <1q) < ^N- Si J2n(Q')<n 1^^ W = 1, on a par construc- 
tion /3'3(A) = pour tout Q avec N{Q) = N. Done ^jv(Q)<Af (^^W — 1- O'^ pent done supposer 

que Y1n(Q')<n (^^ W t^ ^^ ^'°^ ^(^^ IJn(Q')<n '^q') > ^A^-i P^^ I'hypothese de recurrence. Mon- 
trons d'abord que 

(iv) il existe au plus un Q G -F(Mo) avec N{Q) = N et f3^{X) / 0. 

En effet, supposons qu'il en existe deux, disons Qi,Q2 avec Qi = LiUi, i = 1,2. Comme 
ci-dessus, on a (i(A, Og ) < 2e, ||A-^^|| < e, (^(A, |JAr(n')<Ar Iq/) > ^N-i- D'autre part on a 
(i(A, ai ) < 2e. Soit ^u G ai tel que d{X, fi) < 2e, alors on a aussi d{\^^ , ji^^) < 2e. D'oii 

d{fi, 0+^ ) < d(A, ^) + d(A, a+^ ) < 4e, 
II^^MI <d(^^\A^i) + ||A^i|| <3e, 

^ U^' U ^Q' - ^ P^' U ^Q'] ~ '^(-^'/^) > ^^-1 - 2e. 

\ N(Q')<N J \ N{Q')<N J 

De (ii) avec e' = eN-i/2 se deduit e". On suppose e^v^i — 2e > ^eAr_i et 4e < e". Alors 
fi G Uq'cQi "^q'- Cela contredit I'hypothese que ^ G ai . Cela prouve (iv). 
Montrons que 

(v) pour eAT suffisamment petit, il existe un Q G -F(Mo) tel que N{Q) = N et /3'^(A) = 
l-E^(QO<^/3'5'(A)/0. 

On suppose e^ < ejv-i- Les conditions 

^ ^' U 4 < ^^' 

V NiQ')<N J 

^ U' U 4' > ^^-1 

V Af(Q')<JV / 

entrainent qu'il existe Q G T{Mq) avec N{Q) = N et d{X, aX) < ejy. En particulier, HA'^H < e]\j- 
En prenant cn < e/2, on a a^(A^) = 1 et /3^{X) = 7'3(A) = 1 - J2n{Q')<n^^'W + 0- D'ou 
(v). 

D'apres (iv) et (v), ^^(q\<_^ f^^i}^ est la somme de Y1n(Q')<n f^^ (A) ^^ d'un (3^{X) pour 
un unique Q G -F(Mo) avec N{Q) = N, pour lequel /3*^(A) = 1 — X]7v(Q')<7V /^*^ i^)- Cela entraine 
(iii) et acheve la preuve. D 

Donnons-en une generalisation simple. 

CoroUaire 5.6.7. Soit M G C{Mq). Supposons fixe un voisinage ouvert V de dans aj^ pour 
tout L G £(M). Alors il existe une famille de fonctions {(3^)Qej^(M) ^e//e que 

(1) soit Q = LU e F{M), alors /^^(A) = /3Q(A^) pour tout A G om ei /3Q|„g G C,°°(a^), 
toute derivee de [S^ est bornee ; 
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(2) /3<5(A) / entrame que A^ G V 

(3) si(3Q(X) /O, alors Xe U 

(4) EQe^(M)/3'^ = l- 



L . 



MCQ'CQ '^Q 



I ! 



Demonstration. On a la decomposition ao = a^^ ® oa/ . On choisit un voisinage ouvert lA^^ de 
dans Oq^. Soit L G £(Mo). Si L ^ C{M), on choisit un voisinage quelconque V^ de dans a^ ; si 
L G C{M), alors ag = Uq^ © o^ et on prend le voisinage V^ = U^^ x V^ de dans a^. Alors le 
Lemme [5.6.61 fournit des fonctions /3*^ adaptees aux voisinages V^ . On note /S*^ := f^^lam pour 
tout Q G -F(M), alors les proprietes (1) et (2) sont automatiquement satisfaites. 

Supposons que A G oa/ , Q G J^{Mo) et ^'^(A) / 0, alors il existe Q' G J'(Mo), Q' C Q tel que 
A G Oq,. Or la decomposition oa/ = ljQ"GJ'(Af) '^O" entraine que Q' G F{M), done Q G F{M). 
Les proprietes (3) et (4) en resultent. D 

Remarque 5.6.8. Le Corollaire 15.6.71 est aussi valable pour la decomposition dans I'espace 
dual 

«o = U ^Q 

QeJ-(A/o) 

ou pour 

ial = y io3+. 
QeJ-(A/o) 

Demonstration du Theoreme de Paley- Wiener invariant Solent M G C{Mq) et cr G 
n2(M). Pour P G P(Af), w G VF(M|M) et u) G -^ un representant, on note 

Rp{w,a) := Rp^p{w,a). 

Le resultat suivant jouera un role crucial dans notre preuve. 

Lemme 5.6.9. Soient L G C{M), P G V{M) et Q e V{L) tels que Q D P, alors pour tout 
A G ia*j^ et tout w G Wq n W{M\M) avec representant w ^ K Ci L, on a 

Rp{w, ax) = Rp{w, a). 

Par consequent, on a R^ = R^^ . 

Demonstration. D'apres (R5) dans la Definition 13.1.11 on a 

Cela est independant de A G io^ d'apres (R6). L'assertion concernant R^ en decoule d'apres la 
definition du i?-groupe. D 

Theoreme 5.6.10. On a PW(G) = IC{G). L'application lineaire continue surjective C{G) — )• 
IC{G) admet une section continue; en particulier, c'est une application ouverte. 

Demonstration. Vu la Proposition I5.6.5| on se ramene a montrer que Tq : C{G) — )• PW(G) 
admet une section continue 93 i— )• <i>. La preuve du cas non archimedien est identique a celle 
de [11]. Supposons done F = M dans ce qui suit. La preuve suivante est une variante de celle 
d'Arthur qui evite I'usage de multiplicite 1 de i^-types minimaux. 

Soient M, a comme ci-dessus. Comme F = M, on pent ecrire de fagon unique a = {o''^)\[a) 
oil a^ se factorise par M^ et A(cr) G iflAf • ^°^^ k ^ K xni representant d'un element dans Wq . La 

54 



condition ka ^ a equivaut a ka^ ~ a^ et kX{a) = X{a). Si X{a) G ia*A avec Q = LU G T{M), 
la condition kX{a) = A(o") equivaut a k € L. Done W^- = W^i et, pour P, Q, r,f comme dans 
le Lemme 15.6.91 (on remplace le symbole w par r pour souligner le role du i?-groupe), on a 
Rp{f,a) = Rp{f,a^) et R^ = R^^. 

Dorenavant, on conserve la notation a pour un element de 112 (M) tel que A(o") = 0, au- 
trement dit a se factorise par M^. On ecrit tout element de 112 (M) sous la forme a\ avec 
A G ialj. 

On fixe un ensemble fini de K-types, note K{M,a), tel que 

- chaque element de K{M,a) est un K-type minimal (voir [281 Chapter X]) d'un iTp, oil 

p€n{R^,Xa)] 

- pour tout p G Ii{Ra, Xct), TTp contieut au moins un if -type minimal appartenant a K{M, a) ; 

- pour tout w G iV^(Mo), K{wM,wa) = K{M,a). 

Alors il existe des constantes A, B > 0, qui ne dependent que de G, M et de la norme || • || 
sur f)C) telles que pour tout 6 G K{M,a), on a 

(30) \\fis\\<A\\fiJ+B. 

En effet, le cas G connexe est |28t Theorem fO.26] ; le cas general en resulte sans peine, cf. la 
remarque dans |28i p. 642]. 

On fixe fM,a- £ C°°{K) qui agit comme la projection sur les iC-types appartenant a K{M, a). 
Solent P G v(m), Q = LU £ J"(M) avec Qd P.Le Theoreme [531] donne 

M^)= /^vrp= i?p(a,/) 

ou Ep{a,p^) = {p^ym7r{a,p^) avec 

vr(^,/)= mult((/)\/)vrp, 
pen{R„,Xa) 
mult((/)\/) := dimcHom^,((/)\/). 

Autrement dit, on regroupe les termes selon les facteurs irreductibles de p\j^l- 
Soit r G R^. On definit I'operateur de Ipicr) : 

D^{r,a) := \R^\-' ^ deg(p^)(dim^(a,/)[i^(M,a)])-i- 

p^GU(R^,X<r) 

Oil TT{a, p^)[K{M,a)] signifie le sous-espace de 7r{a,p^) se transformant par des ^-types dans 
K{M, a). Montrons que pour r, r' G R^, on a 

/on ^ fn f ' \nQ^ -1 ^^ ixAz), sir = r'z,z£Z„, 

(31) tr [Rp{r ,a)D'^{r ,cj)] = <^ 

^ ^ I (J, smon. 

En effet, ti {Rp{r',a)D'^{r~^, a)) est egal a \RJ;\-^ J2pL ^eg{p^)ti (p^^ {r'r~^) d'apres notre 
choix de fM,a- 

Pour A G ia.\f, on definit I'operateur 

Ep{a,X):= J2 X] -Rp'|p('*iCrA)"^-Rp/|p(^«,o-) 

P'cQ 
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ouw £ KnL est un representant quelconque de w. Cela ne depend que de A^ d'apres le Lemme 
15.6.91 et est une homothetie non nulle pour A = 0. Done Ep{a,\) est inversible et lisse pour 
A^ dans un voisinage de dans ia^/. 

Soient w G Wq avec representant u) G KflZ, et P' G V{wM) tel que P' C Q. Montrons que 

(32) Rp,^p{w,a\)E'^{a,\) = E'^,{wa,wX)Rp,^p{w,a), A G zaX/. 

En effet, 

Rp,^p{w,ax)E'^{a,X)Rp,^p{iu,ay^ = ^ Rp,^p{w,ax)Rp^^p{wi,axy^Rp^^p{wi,cr)Rp,^p{iu,a)~^ 

Wl,Pl 

= X] Rp^\P'{wiw'^ ,wai,x)~^Rp^\p>{wiw~'^ ,wax) 

Wl,Pl 

ou on utilise la propriete Rp ,p,{wiw~^ ,w(jji,x)Rpnp(w, ax) = Rp \p{wi, ax), qui resulte de ([29|) . 
On en deduit (j32p en remplagant wi par wiw et M par tt;M. 



Pour tout A G iaj^ avec A'^ proche de 0, on pose 



M 

L 



(33) D'^{r,a,X):=E'^{a,X)D'^ir,a)E'^{a,X)-\ r e R^; 

Pour P G P(M), Q = LU e T{M), r G ^^, posons 

S'^{r,a,X) = \W^\-' Y, \{P' £ViwM):P'cwQ}\-^ 



w&W^ 



y^ Rp,^p{w,ax) ^Dpr{wrw ^ ,wa,wX)Rp,^p{w,ax) 



p'eV{wM) 

P'CwQ 

oil w ^ K est un representant de w. Get operateur est bien defini et lisse en A pour A'^ proche 
de 0. Pour w G W^, w ^ K un representant et P' G V{wM), Targument pour ([32]) donne 

(34) Spr{wrw~^,wa,wX) = Rp,^p{w,ax)Sp{r,a, X)Rp,^p{w,ax)~^- 

On choisit des fonctions /3^ sur ia\^ fournies par le Lemme 15.6.71 (et aussi par la Remarque 
I5.6.8P adaptees aux voisinages oil les operateurs Sp{r,a,X) sont bien definis. On pent aussi 
supposer que f3'^'^{wX) = (3^{X) pour tout Q et tout w G Wq^. 

Soit {M,ax,r) i— )• if{M,a,X,r) = if{M,ax,r) une fonction dans PW(G). Pour r G R^r, on 
note L{r) le Levi contenant M tel que r G i?o-,reg- Etant donnes M, cja et P G V{M), on definit 
I'operateur 

^p(^a) = 5] /?'^(A) ^ S'^{r-\a,X)^{M,a,X^r),r). 

Q=LU&T{M) T£RL 

En fait, il faut prendre un relevement de r dans R^ dans la somme. Vu I'equivariance de Sp 
et if sous Zq., cela n'affecte pas la definition. 

Montrons que $ := ($p)pej-(Mo) appartient a C{G). La lissite en A est evidente. Pour 
w G Wq avec representant w G K et P' G V{wM), on verifie 

$p,(u)cr^A) = -Rp/|p(u^,0-A)^p(o-A)-Rp/|p(u),CJA)"-^ 

a I'aide de (|34p . Cela permet de verifier la condition de symetrie car j3'^^{wX) = /3^{X) pour 
tout Q. 

La condition de croissance resulte des faits suivants. 
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- Pour tout Q G T{M), toute derivee de (5^ est bornee. 

- La condition de croissance satisfaite par (p. 

- Les coefficients matriciels i^-finis des operateurs d'entrelacement normalises sont a crois- 
sance moderee (cf. (R6) dans la Definition I3.1.ip . 

- La maj oration ([30j) . 

Vu les definitions des semi-normes definissant les espaces de Frechet en question, ces arguments 
impliquent aussi la continuite de I'application (/? i— )• <I>. 

II reste a montrer que C/9 i— )• $ est une section de T^. Soient P £ V{M) et r' £ R^j^ Calculous 
d'abord ti {Rp{r\ a \)(^p{a\)). L'hypothese sur r' implique A G ia*j^,,s^ done A G ^"^ofA) ^^^"^ 
g(A) = L{\)U{\) et L{r') C L(A). Pour Q = LU € F{M), si /3Q(A) / alors Q(A) C Q, done 
L(r') C -^(A) C L. Quitte a changer P, ce qui est loisible d'apres la symetrie de $, le Lemme 
EMlaffirme que r' € R^^^ = Ra'^'''^ C ^^ 

Les egalites ([HTj) . ([52]) et la definition de Sp{r^^,a, X) entrainent que pour tout r G i?^, on 
a 

f'iK\ ^ (if f' ^c<9^ -1 \^^ /xa(2:), s\ r = r'z,z e Z^, 

(35) trLRp(r,crA)S^(r , a, A) = < 

^ ^ I (J, smon. 

Done 

J]; tr (Rp{r', ax)S%-\a, A)) (^(M, a, Ai(,') , r) = v?(M, a, Xl^^) , r') = v{M, a, A, r') 

car A G ia^/^,/-). D'ou 

tr (fip(r', aA)$p(aA)) = J^ /3'5(A)^(M, a, A, r') = ^(M, a, X, r'). 

Ce qu'il fallait demontrer. D 

5.7 Caracteres ponderes temperes 

Caracteres ponderes temperes de M Fixons des families de facteurs normalisants faibles. 
Soient M G C{Mq) et vr une representation admissible irreductible de M dont la X(M)-orbite 
contient une representation unitaire specifique. Soit P G V{M), introduisons les (G, M)-familles 
suivantes des operateurs meromorphes en vr (sur la X(M)-orbite en question) 

7^Q(A,7r,P) := Rq^p{7t)-'Rq^p{7ta), Q G V{M), A G a^,. 

Alors TZ£j{'ir,P) est regulier si vr est unitaire, d'apres (R2). Definissons le caractere pondere 

Jl^iTT, f) := tr {TZj^jiTT, P)lp{7r, /)), / G n-{G). 

C'est facile de voir qu'elle ne depend pas du choix de P a I'aide de (Rl). C'est une distribution 
temperee en / si vr est temperee (voir [IQl p. 175]). 

Posons aussi ^p,q{tt) := n«/^a(^) o^ '^ parcourt Sg*^ Pi Sp'^, et les (G, M)-familles 

/iQ(A,7r,P) := /^Q|p(vr)"VQ|p(7riA), 
Mq{A, vr, P) := //q(A, vr, P) Jq(A, vr, P). 
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Le caractere pondere canoniquement normalise est defini coinme 

J^,{n,f):=triM^,{7r,P)Ip{7r,f)), f€n-{G). 

Comme dans le cas de groupes reductifs [12] , on utilise les proprietes des fonctions fi et des 
facteurs normalisants pour demontrer que 

- Jjyj{TT, •) ne depend pas du choix de P, cf. ci-dessous ; 

- Jjyj{'iT,f) est regulier si vr est unitaire; 

- definissons la {G, M)-faniille 

d'ou les termes r^ (ir) definis comme dans [3T, §4], ou R ^ ^{^) j o^ montre que r^ (vr) 

ne depend que de vr et de la composante de Levi de R, done c'est loisible d'ecrire f^AT^) 
ou L G £(M) ; 

- on a I'identite 

LeC{M) 

oil vr est en position generale de sorte que tt^ := X^ (t:) est irreductible ; 

- t^At^) est regulier si vr est unitaire, pour tout L G C{M). 

Par exemple, prouvons I'independance de P de J^^in, •). On peut supposer vr unitaire. Vu 
la propriete 

LeC{AI) 

on conclut en utilisant le resultat suivant, ce qui sera utile plus tard. 
Lemme 5.7.1. Soient P,P' G P(M). On a 

7^^,(7^,P) = i?p,|p(7r)-l7^^^(7r,P')^P'|p(v^). 
Par consequent, la distribution </!,- (vr, •) est independante du choix de P. 
Demonstration. Fixons P G P(M). Soit / G 'H-(G'). Pour P' G V{M), on a 
7^Q(A,7^,P) = (i?Q|p,(7r)i?p,|p(7r))~^i2Q|p,(7rA)i?p,|p(7rA) 
= i?p,|p(7r)-l7^Q(A,^,P')^P'|P^A)• 

Comme 

7^^(7^,P)=|im E nQ{A,7T, P)9Q{Ar' 

^ Q(iV{M) 

(resp. P' au lieu de P), cela prouve que TIj^j{it, P) = i?p,[p(7r)^^7^^-;^(7r, P')Rpnp{-K). II en resulte 
que 

7^^(7^,P)Xp(7^,/) = Pp,|p(v^)-l7^^,(7^,P')^P'|p(v^)2:p(7^,/) 
= Pp,|p(7^)-l7^^,(7^,P')2:p,^,/)^p,|p(^)• 

Done JUtt, f) = tr (7^J^^(7^, P)Xp(7r, /)) = tr (7^^^(7^, P')^p'(^, /))• □ 
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Soient M G J~-{Mo) et / € C--(G), definissons les fonctions sur Iltemp,-{G) 

0;^(/,7r) := j;^(7r,/), vr G ntcmp.-lG), 

Alors on a 

(36) </'A^(/,^)= E 4w€(/'^'')- 

LeC{M) 

Ici, il se peut que vr^ soit reductible ; dans ce cas-la on definit (;/>^(/, tt^) comme une somme de 
(j)^f{f, •) evalue en les constituants irreductibles (cf. [12l §3]). Remarquons aussi que 4>Q{f) = Jq- 
Le fait suivant est crucial. 

Theoreme 5.7.2 (Cf. [lOl p. 179] et [U Corollary 9.2]). L'application (jf~ (resp. (pjy,^) induit une 
application lineaire continue C--{G) — t- IC--{M). 

Demonstration. Pour l'application df-.. I'outil essentiel dans I'argument d' Arthur est le theoreme 

N'l 

de Paley- Wiener invariant caracterisant IC{M), qui est deja etabli pour les revetements. Pour 
</'m' ^^ ([36]) . il suffit de majorer r^ (ttx) et ses derivees en A. Cela decoule de (R8), cf. fi2\ 
Lemma 3.1]. D 

Les distributions dans la formule des traces locale Maintenant, plagons-nous dans le 
formalisme de la formule des traces locale. Les distributions en question vivent sur G x G. 
Nous fixons une famille de facteurs normalisants faibles r'^ (resp. r) dans la premiere (resp. la 
deuxieme) copie de G, telles que r^ et r sont complementaires (cf. la Definition l3.1.'2|) . Neanmoins 
on utilise la meme lettre R (resp. J!"- ) pour designer les operateurs d'entrelacement normalises 
(resp. les caracteres ponderes normalises) dans chaque copie, puisqu'il n'y aura aucune confusion 
a craindre. 

Prenons vr = vr^ Kl 7r2 G nunit,--(-^) x nunit,-(-^^)- Rappelons que le caractere pondere non 
normalise J^('7r, •) est defini a I'aide de la (G, M)-famille {J'q(A, tt,P) : Q ^ V{M)}. Definissons 
ses avatars en posant 

7^Q(A,7r,P) := Rq^p{7t)-'Rq^p{tta), 
J;^/7^,/):=tr(7^^,(7r,P)Xp(7^,/)); 

et 

Hq{A, tt, P) := /i^(A, <, P)^q(A, TTa, P), 
Mq{K, tt, P) := ^q(A, ^, P) Jq(A, vr, P), 
j;i/^,/):=tr(>[^,(^,P)Xp(7r,/)); 

pour / = /1/2 avec h G ^-(G), /a G n-{G)- _ 

Supposons desormais qu'il existe A G a\j ^, Mi G C'^^{Mq) et a G Ii.2,-iMi) avec vti^a, 7r2,A £ 
no-(M). Cela inclut les representations qui interviennent dans la formule des traces locale. 

Lemme 5.7.3. On a TZ^.^{-k,P) = J^j{-k,P) = M^j{-k,P), d'oii J]rM^') = Jni'^r) = 
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•■JipW) = lipf'"-"') 



r^.p{a ) car r^ et r sont complementaires 



Demonstration. Montrons la premiere egalite. Considerons d'abord le cas vri, 7r2 G Ilcr{M), alors 

= ^#Iq('^''') par(R4). 

ou 0"*^ = X^^ (cr). D'autre part rQ,p{Tr2) = fQipi'^^^)- Leur produit est done egal a rp.p{a^), 
qui est independant de Q. Idem si vr est remplace par tta et a est remplace par cta- 
Done TZj^j{7r,P) et J'j^{tt,P) ne different qu'a la constante 

Le meme argument permet de montrer la deuxieme egalite ; il suffit d 'observer que les pro- 
prietes des fonctions fi entrainent 

D 

Lemme 5.7.4. La distribution Jj^jiT^, ■) ne depend pas de P ^ V{M). 

Demonstration. Grace au Lemme 15.7.31 il suffit de montrer que J^-Att,-) ne depend pas de P. 
La preuve est similaire au cas d'une seule copie de G, cf. la demonstration du Lemme [5. 7. 11 D 

Solent 7 G reii(M(F))^°'^, 7 G p^^t) et g G ^-(G) (resp. g G H-iG)). On salt definir 
I'integrale orbitale ponderee 7^(7,5). Cf. [311 §6.3]. Pour ce faire, il faut fixer une mesure de 
Haar sur M^{F). On choisit la mesure telle que uies{M^{F) / Am{F)) = 1. 

Lemme 5.7.5. Avec le formalisme de \31\ ^4-'^]j on a 

Li,L2eC{M) 

Li,L2GC{M) 

OU Li I— 7- Qi G V{Li), i = 1,2, est associe a un choix rfe ^ G {{H, —H) : H G Oa/} en position 
generale. 

D'autre part, on a 

Li,L2e£(Af) 

pour tout 7 G rcii(M(F)) ° gui est G-regulier, ei 7 1— )• 7 quelconque. 
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Demonstration. Pour I'assertion spectrale, les cas de J^j(7r,-) et de J^-{tt,-) sont equivalents 
d'apres le Lemme 15.7.31 On applique la formule de scindage |3H §4.2] a la (G, M)-faniille 

Li,L2&C{M) 

Maintenant on peut reprendre I'argument standard d'Arthur (cf. la demonstration de [H Lemma 
7.1]) pour obtenir la formule de <^L-(7r, /), puisque pour chaque Li dans la somme {i = 1, 2), on 
peut remplacer P par un parabolique contenu dans Qi d'apres un argument analogue a celui de 
la preuve du Lemme 15.7.11 

L'assertion geometrique resulte de la formule de scindage appliquee a I'ensemble (G, M)- 
orthogonal definissant la fonction poids vm{xi^X2). D 

On definit I'espace de Schwartz-Harish-Chandra C{G x G) et on note C--{G x G) son sous- 
espace des fonctions anti-specifiques sous Paction de pm via rimmersion anti-diagonale e i— )• 
{£~^,e). Les fonctions test / = /1/2 considerees jusqu'a present appartiennent a C--{G x G). 

Proposition 5.7.6. Les distributions Jj^ij,-) et J£j{tt,-) dans la formule des traces locale (le 
Theoreme \5.5.^) se prolongent de fagon unique en des formes lineaires continues surC--{GxG). 
De plus, la formule des traces locale (Theoreme \5.5.2\) demeure valahle pour les fonctions test 
dansC-{G)®C-{G). 

Demonstration. Pareille que |10[ p. 189]. Cependant, pour la part concernant le Theoreme 15.5.21 
il convient de remarquer que la majoration d'Arthur |10^ (5.7)] 

|Jm(7,/)I < Mm + lloglZ)(7)||)'^^^"-(l + ||^m(7)II)"", / G C-(G) UC_(G) 

oil n G Z>o est arbitraire et r = r{n) G M depend de n, est encore valable pour des raisons 
triviales. En effet, \Jj^,[{'^, f)\ < Juil, |/|) ; on applique alors la majoration d'Arthur a Jm{i, |/|) 
et on note que la borne cherchee ne depend que de ]/] et 7. Par consequent, on n'a pas encore 
besoin du theoreme de finitude de Howe sur les revetements dans le cas non archimedien. D 

On est en mesure de definir les applications ^jq- pour la formule des traces locale. 



(j)^^ :C-(G X G) ^ ie-{M X M) 

/^k^J^/vr,/)] 

oil vr = vr^ Kl 7r2 € ntemp,--(Af ) X ntemp,-(-^)- C'cst sous-entcndu que vr 1— )• J'^i'^, f) appartient 
a IC--{M X M), un fait qui est inclus dans le resultat suivant. 

Theoreme 5.7.7. L'application ip^^ est bien definie, lineaire et continue. 

Demonstration. Pareil que le cas avec une seule copie de G. D 

Remarque 5.7.8. Vu la theorie de -R-groupe ^5.41 on peut aussi changer le parametrage et 
definir les caracteres ponderes J^(t, •) ou J^Ati ^ T2), 011 r, ti,T2 G T-{M). Les caracteres 
ponderes "en tt" et "en r" s'expriment reciproquement a I'aide du Theoreme 1 5. 4. 1[ 
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5.8 La formule des traces locale invariante 

Definition 5.8.1. Solent V, V des espaces vectoriels topologiques et cp : V ^ V une application 
lineaire continue. On dit qu'une forme lineaire continue I : V ^ C est supportee par V' si 
-^|Ker0 = 0- I^ans ce cas-la, la forme lineaire continue induite Im(i;^) — t- C est notee I. 

Dans cet article, cette notion sera appliquee aux cas suivants. 

1. V = C-{G), V = IC-{G) et = (/.g ; 

2. V = C-{G X G), V = IC-{G X G) et (/. = cf)^. 

En tout cas (p est surjectif. Afin d'etablir la formule des traces locale invariante, raisonnons 
par recurrence sur dimG avec deux hypotheses qui seront etablies dans le Corollaire 15.8.91 Dans 
ce qui suit, 7 signifie un element dans rG_i.eg,eii(-^(-^))^°'^ et 7 G p~"'^(7) est quelconque. 

Hypothese 5.8.2. On a defini les distributions specifiques if^ij,') '■ C--{L) — t- C. Elles sont 
supportees par IC--{L) pour tout L £ C{Mq), L ^ G. On definit 

Le£(A/),L7^G 

Hypothese 5.8.3. On a defini les distributions specifiques 1^(7,-) : C--{L x L) — t- C. Elles 
sont supportees par IC--{L x L) pour tout L G C{Mq), L ^ G. On definit 

1^,(7,/) :=Jm(7,/)- E 4(7>'^l(/))> 

LGC(M),LjtG 
I{f) ■■= JU) - Yl \Wi\\W^\-H-ir'^^^/^ojL(^^_^^f^y 

LeCiMo),L^G 

La definition ci-dessus de /(/) est loisible car on verifie que /(/) est egal a 

(37) Igeom(/):= Y. K'lKr'(-lf'"^^^/^^ / /A7(7,/)ci7 

*^e/:(Afo) rG-..og,cii(A/(i^))'^°° 

a I'aide du Theoreme l5.5.2l et de la definition de Ij^^i'y, •) ; done /(•) est specifique supportee par 
IC--{G X G) si chaque Ij^ij, •) Test, et c'est satisfait si Ton remplace G par L £ C{Mq), L ^ G. 

Tout d'abord, on voit que ^¥A- • • ) = "^^(^ ' ' )• Cela permet de determiner les distributions 
1^7 par recurrence modulo les deux hypotheses ci-dessus. Nous pouvons enoncer la formule des 
traces locale invariante maintenant. Rappelons que nous avons defini /geom et /disc dans ([37|l et 
(j25]) . respectivement. 

Lemme 5.8.4. Soieni M G £(Mo), 7 G rG-reg,eii(M(F))''°'". Avec le formalisme de JM 14.2], 
on a 

^m(7,/) = E ^M(^i,i2)4;(7,4Q;)/|;(7,4Q,). 

Li,L2&C(M) 

ou Li ^ Qi £ V{Li), i = 1,2, est associe a un choix de ^ £ {{H, —H) : H £ gm} en position 
generale. 

Demonstration. Vu le Lemme F5. 7. 5 l et la definition de -^^^7(7, /), cela resulte par recurrence. D 

Lemme 5.8.5. L 'Hypothese \5.87M entraine I 'Hypothese \5.8.^ 
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Demonstration. Les assertions dans I'Hypothese 15.8.21 restent valables si I'on remplace I'indice 
-- par — , car on pent toujours passer de I'un a I'autre en poussant le revetement par I'automor- 
phisme £ i— ?• e~^ de [Pm- L'assertion resulte du Lemme [5.8.4i D 

Theoreme 5.8.6 (Cf. |13t Proposition 6.1]). Supposons verifiees I 'Hvpothese \5.8.^ Pour tout 
f = fif2€C-{GxG), on a 

Hf) = -^gcom(/) = -^disc(/)- 

Demonstration. II sufRt de prouver /disc(/) = I if)- Soit M G C{Mq). On definit par recurrence 
des distributions 

/^(r,-) :C-(G'xG)^C, L G £(M),r G r_(M) 

telles que Jj^{t,-) = X^LerfAf) -^^f(''"' '^l("))- L'hypothese de recurrence est que I^{t,-) est 
supporte par IC--{L x L) pour L ^ G. Puisque toute representation en vue est temperee, pour 
tout T G T^{M) on a 

I U, smon. 

D'ou l'hypothese de recurrence. Comme /(•) est defini suivant la meme procedure utilisant 
J(-) = Jspec(')' il ^"^ resulte que /(•) est egal a la somme des termes avec M = G dans Jspec(') 
(voir le Theoreme I5.5.2p . ce qui est /disc(")- ^ 

CoroUaire 5.8.7 (Cf. [9", Corollary 4.3]). Pour t = {M,a,r) G reii_(G), on pose 

d{T) :=det(l-r|a^). 
Soient /i G C-{G) quelconque et /2 G C--{G) cuspidate, alors 

E \Wi'\\W^\-\-ir^''^'/^<^ I /^(7,/i)/^,(7,/2)d7 



J \d{T)\-'e{T\h)Q{T,f2)dT. 



Demonstration. On utilise I'identite /geom(/) = -^spoc(/)- Dans le cote geometrique, pour tout 
M G C{Mq) et tout 7 G reii,G-reg(-^(-^))'^°°5 on a un analogue directe du Lemme r5.7.5l : 

^m(7,/) = E ^M(^i,^2)/i^(7,4Q;)4;(7,4Q^j. 

Li,L2eC(M) 

Si L2 7^ G, alors P-fij,-) est supportee par IC--(L2 x Z2), done I.y{j,f^pr) = par la 
cuspidalite de /2. D'autre part, 

I U, smon; 
et on a i'^/(7, /lq^) = ^g(7> /i) lorsque Li = M. D'ou 

/geom(/)= E |W^o''l|W^o''r'(-lf"''"^/^° / /6(7,/i)/M(7,/2)d7. 
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Par definition 

-'disc 

Tdisc,-(G) 



(/)= I i(r)e(T\/i)e(r,/2)dr. 



Soit r = (M, (T, r) G Tf^isc,-{G). On fixe P £ V{M). Supposons que r G Teii^_(L) avec 
L G C{M). D'apres la theorie dans ^5.41 0(t, /2) = tr {Rp{r,a)Ip{a, f2)) est une combinai- 
son fineaire de f2l{'^L) ou Tr^ sont des elements dans Ila{L). Puisque /2 est cuspidale, on a 
©(t, /2) = sauf si L = G. Montrons que dans le cas L = G on a W^ = {1}. En effet, rappe- 
lons que W^ est associe au systeme de racine sur om engendre par les racines reduites a avec 
Aio(<^) = 0. On choisit une chambre a^ de ce systeme et on identifie R^ au sous-groupe de W^ 
fixant a+. Si W^ ^ {1} alors a+ / 0, et r fixe la demi somme des coracines positives pour a+. 
Cela contredit I'hypothese que r G Ra,reg- 

Done pour r G Teii^_(G) on a eo-(r) = 1 et i^r) = \d{T)\~^ selon la definition de z(r) dans 
(pl|) . Par consequent 

/disc(/) = J |<i(r)|-iG(r\/i)e(r,/2)dr. 

D 

CoroUaire 5.8.8 (Cf. U Theorem 5.1]). Soit /a G C-{G) cuspidale. Pour tout M G C{Mo) et 
tout 7 G rG-reg(M(F))'^°'^, on a 

Tell, -(G) 

oil 

w I |Z)(7)| 20(r^,7), si J est F-elliptique dans M, 

^m(^ '7):= <„ 

I (J, smon. 

Demonstration. C'est plus commode d'utiliser les symboles M',7' au lieu de M, 7 dans cette 
preuve. Soient M' G £(Mo) et 7' G rG-reg(M'(F))^°''. Supposons d'abord que 7' n'est pas F- 
elliptique dans M' . Alors une formule de descente (voir [U Corollary 8.3]), le Lemme [5.7.51 I'Hy- 
pothese [5.8.21 et la cuspidalite de /a entrainent que 1^,(7', /) = 0. D 'autre part <I>j^7,(t^,7') = 
pour tout r. Cela prouve I'assertion. 

Supposons que 7' est F-elliptique dans M'. Soit r G Teii__(G). Puisque 0(r^,-) est une 
combinaison lineaire de caracteres admissibles irreductibles, il est represente par une fonction 
invariante localement integrable sur G et lisse sur Greg d'apres le Corollaire 14.3.31 Soit /i G 
C-{G). La formule d'integrale de Weyl donne 

Qir\fi)= E \<'\\<\~' I <5^,(r\7)/a(7,/i)d7. 

MeCiMo) reii,G-.cg(M{F))bo" 

Pour 7 G ^ell,G-veg{M{F))^°^ avec un relevement 7 dans G, on definit la distribution 
specifique 

5(M,7,-):=/m(7,-)-(-1)"^'"^*^/^« / |d(T)|-i$^/T\7)©(r, •) dr. 

Tell,-(G) 
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Le but est de montrer que 5(M', 7', /2) = 0. D'apres le Corollaire l5.8.7l et la formule ci-dessus 
pour 0(t^, •), on a 

(38) Yl K'lKr'(-l)'''"^"/^° / /G(7,/i)^(M,7,/2)d7 = 0. 



On a des isomorphismes 



[M,7] 



7 



(G^,7) 



G 



U rell,G-reg(M) 

^Me£(Mo) / 



)'^°° ) /VFq^ 



rreg(G) 



bon 



G 



u 



(TnG,eg)/TV(G(F),r(F)). 



r:_F— tore maximal 
mod conjugaison 



Ces espaces sont des ipm-torseurs au-dessus de leurs avatars associes a G{F). On verifie que 
^{'j ■) 12) est bien definie comme une fonction sur le premiere espace et Iq{-, /i) est une fonction 
sur le deuxieme espace. Le cote a gauche de ()38p peut etre regarde comme une integrale sur 
I'un des trois espaces. 

On pose T' := Gy. On prend /i S C_(G) a support dans les classes de conjugaison rencon- 
trant p~^(T' n Grcg)iF). Si Ton regarde /^(•,/2) comme une fonction sur le troisieme espace 
dans ledit diagramme, alors elle est a support dans la composante indexee par T' . De plus, on 
peut prendre une suite de telles fonctions /i de sorte que Iq{-, /i) tend vers la mesure de Dirac 
specifique sur I'image reciproque de la VF(G(F),T'(F))-orbite de 7'. Le cote a gauche de PSJ) 
tend vers ^^(-l)^''^^^/^^ . \W{G{F),T'{F))\- 6{M' ,j', f2). On en deduit que 6{M',f,f2) = 0, 
ce qu'il fallait demontrer. D 

CoroUaire 5.8.9. Les distributions Ijrj{^,-) sont supportees par IC--{M). 



Demonstration. Soit /2 G C--{G) telle que /, 



2,G 



0, alors /2 est cuspidale. Le corollaire 



precedent permet de conclure que I^il^ /2) = car B(r, •) est a support a IC--{M). 



U 



Ce resultat justifie les Hypotheses 15.8.21 15.8.31 On etablit ainsi la formule des traces locale 
invar iante. 

Donnons une application importante de ce corollaire. 

Theoreme 5.8.10 (Cf. [26, Theorem 0]). Supposons F non archimedien. Soit f G C^--{G), 
les conditions suivantes sont equivalentes. 

(a) f appartient au sous-espace de C^--{G) engendre par fonction de la forme g — g^ , ou 
geG^-iG) etyeGiF). 

(b) Pour tout 7 G rreg(G)^°^, on a Iq{^, f) = 0. 

(c) Pour tout vr G Il-{G), on a {Qn,f) = 0. 

(d) Pour tout TT G ntemp,-(G'), on a (0,^,/) = 0. 

Rappelons que 0,^ siginifie le caractere de vr. 
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Demonstration. C'est clair que (a) entraine (b),(c),(d) et que (c) entraine (d). Vu la Proposition 
14.2.61 (b) entraine (a). D'apres le Corollaire 15.8.91 applique au cas M = G, on voit que (d) 
entraine (b). Cela acheve la demonstration. D 

Remarque 5.8.11. L'une des consequences directes de la forniule des traces locale simple 
est le rapport de I'orthogonalite, cf. [9, §6] ; les preuves sont identiques sauf que Ton utilise le 
theoreme de Paley- Wiener invariant tempere (le Theoreme 15.6. lOp au lieu de sa version K-fmie 
a support compact. Cette theorie sera importante dans des applications de la formule des traces 
aux revetements. 
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